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Abstrakt
Prˇedkla´dana´ diplomova´ pra´ce se zaby´va´ proble´mem stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı
trhliny konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı metodou spojiteˇ rozlozˇeny´ch
dislokac´ı. Pra´ce je rozdeˇlena do neˇkolika cˇa´st´ı. Prvn´ı cˇa´st je teoreticka´ a obsahuje za´kladn´ı
pojmy lomove´ mechaniky, chova´n´ı trhliny na bi-materia´love´m rozhran´ı, stanoven´ı sin-
gula´rn´ı integra´ln´ı rovnice metodou spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı s vyuzˇit´ım Bueckne-
rova principu a komplexn´ıch potencia´l˚u a na´sledne´ stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı.
Druha´ cˇa´st je aplikace teorie na konkre´tn´ı konfiguraci trhliny konecˇne´ de´lky v˚ucˇi bi-
materia´love´mu rozhran´ı a ve trˇet´ı cˇa´sti je provedeno rˇesˇen´ı te´to u´lohy pro r˚uzne´ konfigu-
race bi-materia´lu metodou spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı a srovna´n´ı s vy´sledky z´ıskany´mi
pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u (MKP).
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Abstract
The presented diploma thesis deals with a problem of the determination of the stress in-
tensity factor of the finite length crack in the vicinity of the bi-material interface solved by
the distributed dislocation technique. The work is divided into several parts. The first part
is theoretical and includes basic concepts of the fracture mechanics, the crack behaviour
at the bi-material interface, the formulation of the singular integral equation by virtue
of the distributed dislocation technique, the Bueckner’s principle, complex potentials and
consequently the determination of the stress intensity factor. The second part is the the-
ory application to the specific configuration of the crack of the finite length with respect
to the bi-material interface and in the third part, there is carried out the solution of this
problem for various configurations of the bi-material solved by the distributed dislocation
technique and its comparison with the results obtained from the FE analysis.
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U´vod
Skutecˇnost, zˇe rea´lne´ konstrukce obsahuj´ı vzˇdy ostre´ vady nebo trhliny, ktere´ mohou
zp˚usobit, zˇe dojde k porusˇen´ı prˇi mensˇ´ım nomina´ln´ım napeˇt´ı, nezˇ je mez kluzu, je po-
vazˇova´na za obecneˇ platnou. Veˇdn´ı discipl´ına, ktera´ se zaby´va´ popisem chova´n´ı trhlin
(nukleace, iniciace a sˇ´ıˇren´ı) v materia´lech se nazy´va´ lomova´ mechanika.
Lomova´ mechanika je jedna z nejmladsˇ´ıch veˇdn´ıch discipl´ın mechaniky teˇles a ma-
teria´love´ho inzˇeny´rstv´ı. Vy´znamneˇji se zacˇala rozv´ıjet v obdob´ı druhe´ sveˇtove´ va´lky
v d˚usledku znacˇne´ho pocˇtu hava´ri´ı lod´ı trˇ´ıdy Liberty krˇehky´m lomem. Pocˇa´tky lomove´
mechaniky sahaj´ı jizˇ do roku 1907, kdy se Gury V. Kolosov zaby´va´ ve sve´ disertacˇn´ı pra´ci
studiem napjatosti elipticke´ho otvoru [1]. Za zakladatele lomove´ mechaniky je povazˇova´n
A. A. Griffith, ktery´ roku 1920 zformuloval krite´rium pro posouzen´ı stability trhliny
v idea´lneˇ krˇehke´m materia´lu [2]. Ve sve´ pra´ci vycha´zel z pra´ce Charlese Inglise, ktery´
zkoumal pr˚uchoz´ı trhlinu v nekonecˇne´ tazˇene´ steˇneˇ. Griffithova pra´ce nemeˇla z d˚uvodu
uvazˇova´n´ı materia´lu neschopne´ho plasticke´ deformace velky´ vy´znam. O rozsˇ´ıˇren´ı na ma-
teria´ly schopne´ plasticke´ deformace se neza´visle na sobeˇ postarali E. Orowan [3] a G. R.
Irwin. V roce 1957 G. R. Irwin zava´d´ı koncepci soucˇinitele intenzity napeˇt´ı [4], ktera´ je
dnes nejv´ıce pouzˇ´ıvanou koncepc´ı v linea´rneˇ elasticke´ lomove´ mechanice (LELM). Dalˇs´ı
rozvoj lomove´ mechaniky vedl ke vzniku elasto-plasticke´ lomove´ mechaniky (EPLM), kde
vy´znamny´mi pr˚ukopn´ıky jsou Wells, Cottrell a Barenblatt [5], kterˇ´ı neza´visle na sobeˇ prˇiˇsli
s koncepc´ı kriticke´ho rozevrˇen´ı trhliny (COD) a Rice [6], ktery´ zavedl koncepci J-integra´lu.
Lomova´ mechanika popisuje pomoc´ı jednoho nebo v´ıce parametr˚u napjatost a defor-
maci prˇed cˇelem trhliny. Jedn´ım z teˇchto parametr˚u je soucˇinitel intenzity napeˇt´ı K,
ktery´ urcˇuje pole napeˇt´ı a posuv˚u v okol´ı vrcholu trhliny v homogenn´ım izotropn´ım
linea´rneˇ elasticke´m materia´lu. Urcˇen´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı K je mozˇne´ r˚uzny´mi
metodami. V soucˇastnosti jsou nejpouzˇ´ıvaneˇjˇs´ı metody numericke´ vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı metodu
konecˇny´ch prvk˚u (MKP). Je to naprˇ. tzv. prˇ´ıma´ metoda , metody zalozˇene´ na energe-
ticky´ch krite´ri´ıch nebo metoda posunuty´ch uzlovy´ch bod˚u (tyto metody lze nale´zt naprˇ.
v [7], [8]). Jiny´ prˇ´ıstup je vyuzˇit´ı metod analyticko-numericky´ch, mezi ktere´ patrˇ´ı i metoda
spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı.
C´ılem prˇedkla´dane´ diplomove´ pra´ce je stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı trhliny
konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı metodou spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı.
Stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı je uka´za´no na konkre´tn´ı konfiguraci trhliny konecˇne´
de´lky v˚ucˇi bi-materia´love´ho rozhran´ı. Pro tuto u´lohu je uka´za´no stanoven´ı singula´rn´ı in-
tegra´ln´ı rovnice a jej´ı rˇesˇen´ı. Singula´rn´ı integra´ln´ı rovnici z´ıska´me vyuzˇit´ım Buecknerova
principu [9], [10], metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı [10], [11] a popisu dislokace po-
moc´ı komplexn´ıch potencia´l˚u[12], [13]. K rˇesˇen´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice vyuzˇijeme
Cˇebysˇeovy polynomy a jejich vlastnosti [14], [15]. Vy´pocˇtova´ cˇa´st pra´ce obsahuje rˇesˇen´ı
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Tato u´vodn´ı kapitola se zaby´va´ vytvorˇen´ım syste´mu podstatny´ch velicˇin, analy´zou pro-
ble´move´ situace a formulac´ı proble´mu. Jde o zva´zˇen´ı a rozvrzˇen´ı postupu rˇesˇen´ı proble´mu,
rozhodnut´ı o tom, co je pro rˇesˇen´ı proble´mu d˚ulezˇite´ a co je mozˇne´ zanedbat. Vı´ce o te´to
problematice je mozˇne´ nale´zt v [16].
Dle [17] je trhlina oblast v teˇlese, kde dosˇlo k porusˇen´ı soudrzˇnosti usmeˇrneˇny´m sˇ´ıˇren´ım
z jednoho nukleacˇn´ıho mı´sta. Trhlina v teˇlese je nezˇa´douc´ı jev, ktery´ mu˚zˇe ve´st k destrukci
teˇlesa a rea´lne´ konstrukce vzˇdy obsahuj´ı ostre´ vady nebo trhliny a proto je d˚ulezˇite´ pro sta-
noven´ı zˇivotnosti konstrukce s vy´skytem teˇchto vad pocˇ´ıtat. Veˇdn´ı obor, ktery´ se zaby´va´
popisem chova´n´ı trhlin v materia´lech se nazy´va´ Lomova´ mechanika a k tomu vyuzˇ´ıva´
r˚uzny´ch analyticky´ch, numericky´ch a kombinovany´ch metod.
Analy´za proble´move´ situace
Vy´sledkem analy´zy proble´move´ situace je vytvorˇen´ı dostatecˇne´ poznatkove´ a zkusˇenostn´ı
ba´ze pro formulaci proble´mu [16]. Informacˇn´ı ba´ze je v te´to pra´ci tvorˇena prˇedevsˇ´ım zdroji
literatury, uvedene´ v prˇehledu pouzˇite´ literatury.
1.1 Formulace proble´mu a stanoven´ı c´ıl˚u
Podle definice proble´mu dle [16] je proble´m subjektem naformulovane´ to podstatne´ z pro-
ble´move´ situace, co vyzˇaduje rˇesˇen´ı. Proble´m tedy mu˚zˇeme definovat takto
Proble´m: Stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı trhliny konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-
materia´love´ho rozhran´ı.
C´ıle:
1. Sezna´mit se a aplikovat metodu komplexn´ıch potencia´l˚u v rovinne´ pruzˇnosti na
proble´m dislokace v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı.
2. Sezna´men´ı se s teoreticky´mi za´klady metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı.
3. Pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı vyja´drˇit soucˇinitele intenzity napeˇt´ı
trhliny konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı.
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Na za´kladeˇ teˇchto c´ıl˚u mus´ıme stanovit d´ılcˇ´ı proble´my a to stanoven´ı komplexn´ıch po-
tencia´l˚u pro dislokaci v bimateria´lu (kapitola 4), stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı trh-
liny konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch
dislokac´ı (kapitola 5 a 6) a pro oveˇrˇen´ı veˇrohodnosti vy´sledk˚u stanoven´ı soucˇinitele in-
tenzity napeˇt´ı trhliny konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı pomoc´ı MKP
(kapitola 7).
Dany´ proble´m je velice obsa´hly´ a proto k jeho vyrˇesˇen´ı mus´ıme zave´st urcˇita´ omezen´ı,
ktera´ slozˇitost proble´mu redukuj´ı.
Omezen´ı: Uvazˇujeme pouze rovinnou u´lohu; platnost linea´rneˇ elasticke´ lomove´ me-
chaniky (LELM); materia´l je homogenn´ı, izotropicky´, linea´rneˇ elasticky´; dokonala´ adheze
mezi materia´ly, zateˇzˇovac´ı mo´d I a nulove´ objemove´ s´ıly.
1.2 Syste´m podstatny´ch velicˇin
Syste´m podstatny´ch velicˇin je mnozˇina vsˇeho podstatne´ho, co souvis´ı s rˇesˇen´ım dane´ho
proble´mu na prˇ´ıslusˇne´m objektu. Syste´m podstatny´ch velicˇin lze povazˇovat za abstraktn´ı
objekt se syste´movy´mi vlastnostmi. Vytva´rˇ´ıme tak na objektu soustavu neˇkolika pod-
mnozˇin. Vı´ce lze nale´zt v [16].
Objektem (entitou) je nekonecˇne´ rovinne´ bi-materia´love´ teˇleso obsahuj´ıc´ı trhlinu v bl´ız-
kosti bi-materia´love´ rozhran´ı (naprˇ. obra´zek 6.1).
Podmnozˇina S0 - velicˇiny popisuj´ıc´ı okol´ı entity
Nejsou definova´ny, tedy podmnozˇina S0 = ∅.
Podmnozˇina S1 - geometrie a topologie entity
Podstatny´mi velicˇinami te´to podmnozˇiny S1 jsou rozmeˇry hranice teˇlesa tvorˇ´ıc´ı zkou-
manou entitu, poloha trhliny v˚ucˇi bi-materia´love´mu rozhran´ı, de´lka trhliny a vzda´lenost
trhliny od rozhran´ı.
Podmnozˇina S2 - vazby a interakce entity s okol´ım
Entita mu˚zˇe by´t zateˇzˇova´na siloveˇ (meˇkke´ zateˇzˇova´n´ı) nebo deformacˇneˇ (tvrde´ zateˇzˇova´n´ı)
a toto zateˇzˇova´n´ı je zp˚usobeno prostrˇednictv´ım vazeb. Ve vazba´ch by meˇlo docha´zet k mi-
nima´ln´ım ztra´ta´m energie. V pra´ci je uveden prˇ´ıpad trhliny kolme´ k bi-materia´love´mu
rozhran´ı s tahovy´m zat´ızˇen´ım p˚usob´ıc´ım ve smeˇru vodorovne´m s rozhran´ım.
Podmnozˇina S3 - aktivace entity s okol´ım
Entita je aktivova´na prostrˇednictv´ım zat´ızˇen´ı a to bud’ silovy´m (je prˇedepsa´na silova´
soustava) nebo deformacˇn´ım (jsou prˇedepsa´ny posuvy). Podle smeˇru zat´ızˇen´ı trhliny
rozliˇsujeme trˇi mo´dy zat´ızˇen´ı, mo´d I - rozev´ıra´n´ı, mo´d II - smyk, mo´d III - strˇih. Obecne´
zat´ızˇen´ı se dostane kombinac´ı za´kladn´ıch mo´d˚u. V pra´ci je uveden prˇ´ıpad trhliny kolme´
k bi-materia´love´mu rozhran´ı, ktera´ je aktivova´na silovy´m zatizˇen´ım v mo´du I.
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Podmnozˇina S4 - ovlivnˇova´n´ı entity s okol´ım
Nen´ı definova´no, tedy podmnozˇina S4 = ∅.
Podmnozˇina S5 - oborove´ vlastnosti entity
Entita je tvorˇena dveˇma izotropicky´mi, linea´rneˇ elasticky´mi materia´ly M1 a M2 mezi
ktery´mi je dokonala´ adheze v mı´steˇ spojen´ı (rozhran´ı). K popisu teˇchto materia´l˚u potrˇebu-
jeme zna´t Young˚uv modul pruzˇnosti v tahu E1, E2 prˇ´ıpadneˇ ve smyku µ1, µ2 a Poissonovo
cˇ´ıslo ν1, ν2. Dalˇs´ı podstatnou velicˇinou popisuj´ıc´ı vlastnosti entity je soucˇinitel intenzity
napeˇt´ı K v nasˇem prˇ´ıpadeˇ KI .
Podmnozˇina S6 - procesy a stavy
Procesy prob´ıhaj´ıc´ı v entiteˇ (objektu) posuzujeme na u´rovni mechaniky kontinua. En-
tita obsahuje trhlinu a k popisu chova´n´ı trhliny je kl´ıcˇovou velicˇinou soucˇinitel intenzity
napeˇt´ı K v nasˇem prˇ´ıpadeˇ KI . Pomoc´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı jsme schopni vyja´drˇit
i pr˚ubeˇhy napeˇt´ı a posuv˚u prˇed cˇelem trhliny.
Podmnozˇina S7 - projevy entity
Projevem entity je sˇ´ıˇren´ı trhliny, ktere´ mu˚zˇe by´t stabiln´ı (trhlina se nesˇ´ıˇr´ı, pokud neroste
za´teˇzˇna´ s´ıla) nebo nestabiln´ı (trhlina se sˇ´ıˇr´ı samovolneˇ). Sˇ´ıˇren´ı trhliny nasta´va´ v prˇ´ıpadeˇ,
zˇe soucˇinitel intenzity napeˇt´ı dosa´hne sve´ mezn´ı hodnoty tzv. lomove´ houzˇevnatosti.
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ tedy KI = Kc. Pokud je KI < Kc trhlina se nesˇ´ıˇr´ı nebo se sˇ´ıˇr´ı sta-
bilneˇ (v prˇ´ıpadeˇ cyklicke´ho zateˇzˇova´n´ı). V prˇ´ıpadeˇ, zˇe sˇ´ıˇr´ıc´ı se trhlina dosa´hne rozhran´ı
materia´l˚u, tak k posouzen´ı chova´n´ı trhliny potrˇebujeme zna´t zobecneˇny´ soucˇinitel inten-
zity napeˇt´ı H v nasˇem prˇ´ıpadeˇ HI a bohuzˇel neexistuje univerza´ln´ı krite´rium, ktere´ by
rozhodlo, zda se na rozhran´ı trhlina zastav´ı, zda dojde k ohybu trhliny nebo k proniknut´ı
trhliny do druhe´ho materia´lu.
Podmnozˇina S8 - d˚usledky projev˚u
Du˚sledkem sˇ´ıˇren´ı trhliny, pokud nedojde k jej´ımu zastaven´ı, je lom, tedy rozpad teˇlesa na





Za´kladn´ı pojmy lomove´ mechaniky
V te´to kapitole vysveˇtl´ıme strucˇneˇ za´kladn´ı pojmy lomove´ mechaniky a jej´ı prˇ´ıstupy. Na-
lezneme zde za´kladn´ı rozdeˇlen´ı lomove´ mechaniky, Griffithovo krite´rium a s n´ım souvisej´ıc´ı
hnac´ı s´ılu trhliny, pojedna´n´ı o stabiliteˇ sˇ´ıˇren´ı trhliny, urcˇen´ı napeˇt´ı a deformace v okol´ı
trhliny a s n´ı souvisej´ıc´ı tzv. mo´dy zateˇzˇova´n´ı a nakonec stanoven´ı soucˇinitele intenzity
napeˇt´ı. Veˇsˇkere´ pojmy, vztahy a poznatky te´to kapitoly je mozˇno nale´zt v [8], [18], [17].
2.1 Lomova´ mechanika
Realne´ konstrukce vzˇdy obsahuj´ı ostre´ vady nebo trhliny, ktere´ mohou zp˚usobit, zˇe dojde
k porusˇen´ı prˇi mensˇ´ım nomina´ln´ım napeˇt´ı, nezˇ je mez kluzu. Veˇdn´ı obor, ktery´ se zaby´va´
popisem chova´n´ı trhlin v materia´lech se nazy´va´ lomova´ mechanika. Lomova´ mechanika
popisuje pomoc´ı jednoho nebo v´ıce parametr˚u napjatost a deformaci prˇed cˇelem trhliny
a umozˇnˇuje prˇenos nameˇrˇeny´ch dat ze zkusˇebn´ıch vzork˚u na realne´ konstrukce. Da´va´ na´m
odpoveˇdi na ota´zky ty´kaj´ıc´ı se: zbytkove´ pevnosti, kriticke´ velikosti trhliny, pocˇtu cykl˚u
do kriticke´ velikosti trhliny, volby vhodne´ho materia´lu atd.
Rozdeˇlen´ı lomove´ mechaniky:
1. Linearn´ı elasticka´ lomova´ mechanika (LELM): vycha´z´ı z linea´rneˇ elasticke´ me-
chaniky kontinua, tedy mezi napeˇt´ım a prˇetvorˇen´ım prˇedpokla´da´me linea´rn´ı za´vislost
(platnost Hookova za´kona). Jej´ı platnost je tedy omezena pouze na prˇ´ıpady, kdy ve-
likost plasticke´ oblasti prˇed cˇelem trhlin mu˚zˇeme zanedbat (naprˇ. [17] uva´d´ı, zˇe plas-
ticka´ oblast nesmı´ prˇesa´hnout 2% tlousˇt’ky teˇlesa). LELM poskytuje dva prˇ´ıstupy
k posouzen´ı trhliny:
• energeticky´ prˇ´ıstup (Griffithovo krite´rium, hnac´ı s´ıla trhliny G s kritickou hod-
notou Gc houzˇevnatost materia´lu)
• napeˇt’ovy´ prˇ´ıstup (soucˇinitel intenzity napeˇt’´ı K s kritickou hodnotou KIc lo-
mova´ houzˇevnatost za podmı´nky rovinne´ deformace)
2. Elasto-plasticka´ lomova´ mechanika (EPLM): pouzˇ´ıva´ se tam kde jizˇ nelze
pouzˇ´ıt koncept LELM. Vzhledem ke komplikovanosti prob´ıhaj´ıc´ıch nevratny´ch deˇj˚u
se k posouzen´ı trhliny pouzˇ´ıva´j´ı hlavneˇ koncepce zalozˇene´ na energeticky´ch krite´ri´ıch
• koncepce kriticke´ho rozevrˇen´ı trhliny (COD) s kritickou hodnotou δc
• koncepce J-integra´lu s kritickou hodnotou JIc
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2.2 Griffithovo krite´rium
A.A. Griffith, ktery´ je povazˇova´n za zakladatele lomove´ mechaniky zformuloval v roce
1920 krite´rium pro posouzen´ı stability trhliny v idea´lneˇ krˇehke´m materia´lu (sklo) [2].
Vycha´zel z energeticke´ bilance teˇlesa s trhlinou a podmı´nky nestability trhliny.
Energeticka´ bilance, podmı´nka nestability trhliny:
Uvazˇujme nejprve zat´ızˇene´ teˇleso bez trhliny, jehozˇ celkova´ potencia´ln´ı energie Π0 je
Π0 = W0 + L, (2.1)
kde W0 je energie napjatosti teˇlesa bez trhliny a L je potencia´ln´ı energie vneˇjˇs´ıch sil
(L < 0).
Prˇi vzniku trhliny docha´z´ı k disipaci energie Γ a celkove´ mnozˇstv´ı energie v soustaveˇ
Ec lze vyja´drˇit jako
Ec = Π + Γ = W + L+ Γ, (2.2)
kde Π je celkova´ potencia´ln´ı energie teˇlesa s trhlinou a W je energie napjatosti teˇlesa
s trhlinou.
Podle 1. za´kona termodynamiky (za´kon zachova´n´ı energie) je celkove´ kvantum energie
v termodynamicke´ soustaveˇ a v jej´ım okol´ı sta´le´. Prˇi prˇechodu z nerovnova´zˇne´ho do










kde S je plocha pr˚umeˇtu trhliny. Z rovnice (2.3) plyne za´kladn´ı rovnice podmı´nky nesta-
bility trhliny ve tvaru
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Vyjdeme z vyja´drˇen´ı celkove´ potencia´ln´ı energie teˇlesa s trhlinou Π
Π = W + L. (2.5)
Dosad´ıme rovnici (2.1) a z´ıska´me
Π = Π0 +W −W0 = Π0 − (W0 −W ) = Π0 −WT , (2.6)
kde WT je zmeˇna energie napjatosti teˇlesa v d˚usledku vzniku trhliny. Griffith vyuzˇil
Inglisovu napeˇt’ovou analy´zu pro tazˇenou nekonecˇnou steˇnu s pr˚uchoz´ı trhlinou (obr.2.1),





kde a,B jsou rozmeˇry trhliny, σ je tahove´ napeˇt´ı a E Young˚uv modul pruzˇnosti. V prˇ´ıpadeˇ
centra´ln´ı trhliny je S = 2aB, kde B je konstanta a tak plat´ı dS = 2Bda.
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Obra´zek 2.1: Nekonecˇna´ steˇna s pr˚uchoz´ı trhlinou
Pro idea´lneˇ krˇehky´ materia´l pak Griffith uvazˇoval, zˇe disipacˇn´ı energie Γ je spotrˇebova´na
pouze na vznik novy´ch ploch
Γ = 2γS = 4γaB, (2.8)
kde γ je meˇrna´ povrchova´ energie materia´lu.











Nyn´ı dosad´ıme rovnice (2.7) a (2.8) do vy´sˇe uvedene´ rovnice (2.9) a z´ıska´me podmı´nku




odtud pak snadno dosta´va´me lomove´ napeˇt´ı σf





Z rovnice (2.11) snadno z´ıska´me kritickou de´lku trhliny ac





• a < ac je uvolneˇna´ energie prˇi r˚ustu trhliny mensˇ´ı nezˇ energie potrˇebna´ k vytvorˇen´ı
novy´ch l´ıcn´ıch ploch a pokud nebude prˇiva´deˇna dalˇs´ı energie z vneˇjˇsku, nedojde
k r˚ustu trhliny,
• a > ac je trhlina schopna r˚ustu na u´kor uvolnˇovane´ energie.
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Griffithova pra´ce plat´ı pouze pro idea´lneˇ krˇehke´ teˇleso, cozˇ byl d˚uvod, procˇ inzˇeny´rska´
komunita dlouho neveˇnovala te´to teorii veˇtsˇ´ı pozornost. Azˇ Irwin a Orowan neza´visle na
sobeˇ modifikovali Griffith˚uv vy´raz pro materia´ly, ktere´ jsou schopne´ plasticke´ deformace.
Modifikovany´ vy´raz ma´ tvar




kde γef je tzv. efektivn´ı povrchova´ energie γef = γ + γpl. Prˇicˇemzˇ γpl >> γ a reprezentuje
skutecˇnost, zˇe energie spotrˇebovana´ v plasticke´ zo´neˇ prˇi vytvorˇen´ı prˇ´ır˚ustku lomove´ plochy
je u rea´lny´ch materia´l˚u o neˇkolik rˇa´d˚u vysˇsˇ´ı nezˇ energie γ. Pokud budeme uvazˇovat dalˇs´ı
mozˇnosti disipace energie souvisej´ıc´ı s plastifikac´ı, viskoelasticky´mi a viskoplasticky´mi






kde ωf je meˇrna´ energie lomu.
2.3 Koncepce hnac´ı s´ıly trhliny
Na Griffithovu koncepci bezprostrˇedneˇ navazuje Irwin s koncepc´ı hnac´ı s´ıly trhliny. Vycha´z´ı













=⇒ G = R, (2.15)
kde leva´ strana G je nazy´va´na hnac´ı s´ıla trhliny nebo take´ rychlost uvolnˇova´n´ı deformacˇn´ı
energie [J/m2] a prava´ strana R charakterizuje odpor teˇlesa proti r˚ustu trhliny [J/m2] , tj.
energii, kterou je trˇeba dodat k vytvorˇen´ı lomove´ plochy jednotkove´ velikosti. Potrˇebna´
energie je doda´va´na prac´ı vneˇjˇs´ıch sil nebo cˇa´st´ı energie napjatosti, uvolnˇovane´ prˇi r˚ustu
trhliny.
Ztra´ta stability trhliny nastane v okamzˇiku, kdy hnac´ı s´ıla trhliny G dosa´hne sve´
kriticke´ hodnoty Gc, kterou nazy´va´me houzˇevnatost materia´lu a obecnou podmı´nku ztra´ty
stability trhliny je pak mozˇno psa´t ve tvaru
G = R = Gc. (2.16)
Pozdeˇji spolupracovn´ık Irwina Kies zjistil prˇi z zkousˇka´ch vzork˚u s trhlinami z akrylove´
pryskyrˇice, zˇe kriticke´ napeˇt´ı pro danou trhlinu za´vis´ı pouze na GcE a druha´ odmocnina
tohoto soucˇinu je dnes zna´ma´ jako lomova´ houzˇevnatost Kc.
Pozna´mka: Hnac´ı s´ıla trhliny se znacˇ´ı p´ısmenem G na pocˇest Griffitha a obdobneˇ lomova´
houzˇevnatost nese p´ısmeno K na pocˇest Kiese.
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Obra´zek 2.2: Pr˚ubeˇhy R-krˇivek
2.4 Stabilita sˇ´ıˇren´ı trhliny
Velicˇiny G a R rozhoduj´ı o dalˇs´ım chova´n´ı trhliny. Je-li splneˇna podmı´nka (2.16), trhlina
bude r˚ust. O stabiliteˇ r˚ustu rozhoduje to, jak se bude meˇnit hnac´ı s´ıla G a odpor R
v za´vislosti na zmeˇneˇ velikosti trhliny. Obra´zek 2.2 zna´zornˇuje pr˚ubeˇhy G a R pro prˇ´ıpad
nekonecˇne´ tazˇene´ steˇny (obr. 2.1) pro dveˇ odliˇsna´ materia´lova´ chova´n´ı. Pr˚ubeˇh hnac´ı s´ıly
trhliny G je zde linea´rneˇ za´visly´ na de´lce trhliny prˇi konstantn´ım zat´ızˇen´ı.
Prvn´ı prˇ´ıpad (obr.2.2(a)) prˇedstavuje idea´lneˇ krˇehky´ materia´l. Zde je odpor proti r˚ustu
trhliny konstantn´ı, neza´visly´ na de´lce trhliny. Tomuto pr˚ubeˇhu se blizˇ´ı i prˇ´ıpady, kdy v ob-
lasti cˇela trhliny mu˚zˇeme hovorˇit o rovinne´ deformaci. Druhy´ prˇ´ıpad (obr.2.2(b)), ktery´ je
typicky´ prˇi veˇtsˇ´ı plastifikaci u cˇela trhliny a pro prˇ´ıpady rovinne´ napjatosti. Odpor proti
r˚ustu trhliny R ma´ vzr˚ustaj´ıc´ı charakter a ke stabiln´ımu r˚ustu dojde azˇ od urcˇite´ prahove´
hodnoty hnac´ı s´ıly trhliny G.
Stabilita sˇ´ıˇren´ı:
1. prˇ´ıpad a)
• zat´ızˇen´ı na u´rovni σ1 - nedojde k sˇ´ıˇren´ı trhliny
• zat´ızˇen´ı na u´rovni σ2 - dojde k sˇ´ıˇren´ı trhliny (iniciace nestab´ıln´ıho r˚ustu),
houzˇevnatost materia´lu je zde jednoznacˇneˇ definova´na
2. prˇ´ıpad b)
• zat´ızˇen´ı na u´rovni σ1 - nedojde k sˇ´ıˇren´ı trhliny
• zat´ızˇen´ı na u´rovni σ2 - dojde k male´mu na´r˚ustu trhliny maj´ıc´ı ale stabiln´ı
charakter
• zat´ızˇen´ı na u´rovni σ3 - dojde k nestabiln´ımu sˇ´ıˇren´ı trhliny, houzˇevnatost ma-
teria´lu je zde jednoznacˇneˇ definova´na
Pozna´mka: Vı´ce o stabiliteˇ sˇ´ıˇren´ı trhlin lze nale´zt v [8], [18]
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Obra´zek 2.3: Mo´dy zateˇzˇova´n´ı
2.5 Napeˇt´ı a deformace v okol´ı trhliny
Prˇi studiu pole napeˇt´ı a deformac´ı v oblasti trhliny se rozliˇsuj´ı trˇi za´kladn´ı typy defor-
mova´n´ı prˇi porusˇova´n´ı, tzv. mo´dy zateˇzˇova´n´ı, ktere´ hraj´ı d˚ulezˇitou roli prˇi posuzova´n´ı
trhlin z hlediska koncepce soucˇinitele intenzity napeˇt´ı.
Mo´dy zateˇzˇova´n´ı:
• mo´d I - rozev´ıra´n´ı - vyvola´va´ ho napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı kolmo na rovinu trhliny (obr. 2.3
mo´d I). Je nejcˇasteˇjˇs´ım a nejnebezpecˇneˇjˇs´ım prˇ´ıpadem, kdy docha´z´ı k urychlova´n´ı
sˇ´ıˇren´ı trhliny
• mo´d II - smyk - vyvola´va´ ho napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı v rovineˇ rovnobeˇzˇne´ s rovinou trhliny
a kolme´ na jej´ı cˇelo (obr.2.3 mo´d II).
• mo´d III - strˇih - vyvola´va´ ho napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı v rovineˇ rovnobeˇzˇne´ s rovinou trhliny
a soucˇasneˇ rovnobeˇzˇne´ s cˇelem trhliny (obr.2.3 mo´d III).
Lomova´ mechanika vycha´z´ı z mechaniky kontinua a k popisu napjatosti v okol´ı vrcholu
trhliny vyuzˇ´ıva´ klasickou teorii pruzˇnosti. Uvazˇujme rovinnou u´lohu pruzˇnosti. Vy´pocˇet
rozlozˇen´ı napeˇt´ı v okol´ı vrcholu trhliny vycha´z´ı z prˇedpokladu, zˇe jsou splneˇny rovnice













∆(σxx + σyy) = 0,
kde σxx, σxy, σyy jsou slozˇky tenzoru napeˇt´ı a symbol ∆ znacˇ´ı Laplace˚uv opera´tor. Jak













kde funkce U(x, y) je biharmonicka´ a nazy´va´ se Airyho funkce napeˇt´ı. Pro slozˇky tenzoru











Muscheliˇsvili doka´zal, zˇe jakoukoli biharmonickou funkci U(x, y) je mozˇno vyja´drˇit pomoc´ı
dvou holomorfn´ıch funkc´ı komplexn´ı promeˇnne´ z = x+ iy (viz. [19], [13]). Na jeho pra´ce
nava´zal Westergaard, ktery´ doka´zal, zˇe v rˇadeˇ prˇ´ıpad˚u lze vystacˇit prˇi rˇesˇen´ı rovinne´ u´lohy
s jedinou holomorfn´ı funkc´ı komplexn´ı promeˇnne´, ktera´ je sva´za´na s Airyho funkc´ı jisty´m
vztahem, odliˇsny´m pro kazˇdy´ z mo´d˚u I, II, III . (Podrobnosti zde nebudeme rozva´deˇt –
jsou uvedeny naprˇ. v [18]).
Tato pra´ce se bude zaby´vat pouze mo´dem I a proto si uvedeme vztahy pro napeˇt´ı
a posuvy v bl´ızkosti trhliny pouze pro mo´d I. Pro bl´ızke´ okol´ı cˇela trhliny v izotropn´ım
linea´rneˇ elasticke´m materia´lu, kdy r << a (a de´lka trhliny) Westergaard odvodil (avsˇak









































































kde σ oznacˇuje vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı v nekonecˇnu, θ je u´hel natocˇen´ı od korˇene trhliny (obr.2.4),
r je vzda´lenost od korˇene trhliny (obr.2.4), µ je modul pruzˇnosti ve smyku a κ je konstanta,
ktera´ naby´va´ hodnoty κ = 3 − 4ν pro rovinnou deformaci nebo κ = 3−ν
1+ν
pro rovinnou
napjatost. Konstanta ν oznacˇuje Poissonovo cˇ´ıslo.
Vztahy pro napeˇt´ı (2.20) obsahuj´ı cˇlen 1/
√
r a pro r → 0 roste napeˇt´ı do nekonecˇna,
cozˇ je fyzika´lneˇ nesmysl a proto napeˇt´ı nemu˚zˇe v tomto prˇ´ıpadeˇ slouzˇit jako stavova´
velicˇina pro popis stability trhliny.
Pozna´mka: Muscheliˇsviliho rˇesˇen´ı rovnice (2.18) pomoc´ı holomorfn´ıch funkc´ı nen´ı jediny´
zp˚usob, jak z´ıskat pole napeˇt´ı a posuv˚u v bl´ızkosti cˇela trhliny. Jiny´ velmi zna´my´ zp˚usob







Obra´zek 2.4: Napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı na element, poloha elementu je urcˇena pola´rn´ımi
sourˇadnicemi (r, θ)
2.6 Soucˇinitel intenzity napeˇt´ı
Napeˇt´ı u korˇene trhliny nen´ı vhodny´m parametrem pro popis chova´n´ı trhliny (pro po-
pis podmı´nky jej´ı stability a jej´ıho r˚ustu). Jinak je tomu s velicˇinou zvanou soucˇinitel
intenzity napeˇt´ı. Soucˇinitel intenzity napeˇt´ı je podstatnou velicˇinou pro lomovou mecha-
niku. V linea´rneˇ pruzˇne´m materia´lu urcˇuje nejen napjatost a deformaci v male´m okol´ı
vrcholu trhliny, ale i jej´ı tvar a otevrˇen´ı. Da´le pak velikost plasticke´ oblasti a uvolneˇnou
energii v d˚usledku sˇ´ıˇren´ı trhliny. Jeho koncepce je vyuzˇ´ıva´na nejen prˇi staticke´, ale i dyna-
micke´ iniciaci trhliny, prˇi jednosmeˇrne´m i cyklicke´m zateˇzˇova´n´ı. V prˇ´ıpadeˇ homogenn´ıho
izotropn´ıho linea´rneˇ elasticke´ho materia´lu ho znacˇ´ıme Ki, kde index i odpov´ıda´ jednomu










S pomoc´ı posledn´ı rovnice (2.23) mu˚zˇeme i vyja´drˇit pole napeˇt´ı a posuv˚u (2.20) v bl´ızkosti















Ostatn´ı vy´razy lze z´ıskat obdobneˇ.
Soucˇinitel intenzity napeˇt´ı tedy definuje amplitudu singularity u cˇela trhliny. Neza´vis´ı
na r, θ ani na elasticky´ch konstanta´ch E, ν. Vzˇdy ale za´vis´ı na velikosti nomina´ln´ıho napeˇt´ı
σ a odmocnineˇ z de´lky trhliny a.
V prˇ´ıpadeˇ konecˇne´ho teˇlesa nema´ soucˇinitel intenzity napeˇt´ı jednotny´ tvar. Tato pra´ce
se jimi nezaby´va´ a proto uved’me jen jeden obecneˇjˇs´ı prˇ´ıpad a to pro trhlinu v oblasti








kde Φ0 je funkce zohlednˇuj´ıc´ı tvar elipticke´ trhliny a Y je korekcˇn´ı funkce za´visej´ıc´ı na
okrajovy´ch podmı´nka´ch. Dalˇs´ı tvary lze nale´zt naprˇ. v [8]
Podmı´nka stability:
Obdobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ posuzova´n´ı stability trhliny pomoc´ı hnac´ı s´ıly G docha´z´ı ke
ztra´teˇ stability trhliny prˇi dosazˇen´ı jiste´ kriticke´ hodnoty Kc, kterou nazy´va´me lomova´
houzˇevnatost. Obecnou podmı´nku ztra´ty stability trhliny pro mo´d I je pak mozˇno psa´t
ve tvaru
KI = Kc. (2.26)
Vztah mezi K a G:












kde E ′ = E pro rovinnou napjatost a E ′ = E/(1 + ν2) pro rovinnou deformaci.
Princip superpozice:
V linea´rneˇ elasticke´ lomove´ mechanice (LELM) plat´ı princip superpozice a tak v prˇ´ıpadeˇ
smı´ˇsene´ho mo´du mu˚zˇeme scˇ´ıtat prˇ´ıspeˇvky od jednotlivy´ch mo´d˚u. Naprˇ´ıklad pro slozˇky







f IIij (θ) +
KIII√
2pir
f IIIij (θ). (2.28)




Trhlina v okol´ı dvou elasticky´ch
materia´l˚u
V te´to kapitole posoud´ıme vliv rozhran´ı na chova´n´ı trhliny sˇ´ıˇr´ıc´ı se v jeho bl´ızkosti
(obr.3.1). Bez znalosti tohoto chova´n´ı neexistuje mozˇnost stanoven´ı krite´ri´ı rozhoduj´ıc´ıch
za jaky´ch podmı´nek se trhlina zastav´ı (obr.3.1(a)), pronikne-li trhlina prˇes rozhran´ı do
druhe´ho materia´lu M2 (obr.3.1(b)), nebo dojde-li k ohybu cˇela trhliny a k jej´ımu dalˇs´ımu
sˇ´ıˇren´ı pode´l rozhran´ı druhe´ho materia´lu M2 (obr.3.1(c)), nebo k ohybu a sˇ´ıˇren´ı zpeˇt
(obr.3.1(d)). Da´le budeme uvazˇovat trhlinu kolmou na rozhran´ı dvou materia´l˚u, plat-
nost LELM, zateˇzˇovac´ı mo´d I, na rozhran´ı mezi materia´ly M1 a M2 uvazˇujeme dokonalou
adhezi a materia´ly jsou modelova´ny jako homogenn´ı, izotropn´ı, linearneˇ elasticke´. Vesˇkery´
text, vztahy a poznatky te´to kapitoly lze nale´zt v [11] a [20].
V prˇ´ıpadeˇ trhliny sˇ´ıˇr´ıc´ı se kolmo na rozhran´ı dvou materia´l˚u je rozhoduj´ıc´ım faktorem
ovlivnˇuj´ıc´ım soucˇinitel intenzity napeˇt´ı KI (t´ım i chova´n´ı trhliny) pomeˇr modul˚u pruzˇnosti
E1, E2 materia´l˚u M1,M2. Sche´maticke´ pr˚ubeˇhy soucˇinitel˚u intenzity napeˇt´ı KI pro trhlinu
kolmou na bi-materia´love´ rozhran´ı s vrcholem v bl´ızkosti tohoto rozhran´ı je uveden na
obra´zku (obr.3.2) a plat´ı:
• E1 < E2 - trhlina se sˇ´ıˇr´ı do tuzˇsˇ´ıho materia´lu, KI → 0
• E1 > E2 - trhlina se sˇ´ıˇr´ı do poddajneˇjˇs´ıho materia´lu, KI →∞.
Napeˇt´ı v bl´ızkosti cˇela trhliny je pak popsa´no vztahy (2.20) a s prˇihle´dnut´ım ke vztahu





Z obra´zku (obr.3.2) je zrˇejme´, zˇe teoreticke´ hodnoty soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI
v nejteˇsneˇjˇs´ı blizkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı prˇesta´vaj´ı mı´t fyzika´ln´ı vy´znam a je proto
nutne´ se zaby´vat prˇ´ıpadem, kdy trhlina sˇ´ıˇr´ıc´ı se kolmo k rozhran´ı dosa´hne pra´veˇ tohoto
rozhran´ı. V tomto prˇ´ıpadeˇ nasta´va´ kriticky´ okamzˇik jak se trhlina mu˚zˇe da´le sˇ´ıˇrit nebo
zastavit (obr.3.1). V prˇ´ıpadeˇ doteku trhliny rozhran´ı se meˇn´ı i vztahy popisuj´ıc´ı slozˇky




fij(θ, λ, α, β), (3.2)
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Obra´zek 3.2: Soucˇinitel intenzity napeˇt´ı KI trhliny v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı
kde HI je tzv. zobecneˇny´ faktor intenzity napeˇt´ı, (r, θ) jsou pola´rn´ı sourˇadnice s pocˇa´tkem
ve vrcholu trhliny, α, β jsou tzv. Dundursovy parametry [21] a fij jsou zna´me´ ohranicˇene´
funkce (viz [22] ). Charatker singularity napeˇt´ı v okol´ı vrcholu trhliny se meˇn´ı z p˚uvodn´ı
hodnoty λ = 1/2 na neˇjake´ rea´lne´ cˇ´ıslo z intervalu λ ∈ (0, 1), viz naprˇ. [23]. Zda jde
o hodnotu mensˇ´ı nebo veˇtsˇ´ı nezˇ p˚uvodn´ı λ = 1/2 za´vis´ı na tom, zda se trhlina sˇ´ıˇr´ı z tuzˇ-
sˇ´ıho materia´lu do meˇkcˇ´ıho nebo naopak. Z tohoto d˚uvodu soucˇinitel intenzity napeˇt´ı KI
dle p˚uvodn´ı definice (2.22) ztra´c´ı smysl a zava´d´ı se zobecneˇny´ faktor intenzity napeˇt´ı HI
(3.2).
Existuje rˇada prac´ı zaby´vaj´ıc´ı se popisem zobecneˇne´ho faktoru intenzity napeˇt´ı, viz
naprˇ. [23], [24], [25].
Z d˚uvodu zmeˇny charakteru singularity λ v okol´ı cˇela trhliny neexistuje univerza´ln´ı
krite´rium, ktere´ by rozhodlo o tom, zda se trhlina zastav´ı nebo zda dojde k jej´ımu pro-
niknut´ı do druhe´ho materia´lu nebo zda dojde k ohybu trhliny. Vı´ce o krite´ri´ıch stability
trhlin je mozˇno naleznout naprˇ. v [23].
30
Kapitola 4
Aplikace funkc´ı komplexn´ı promeˇnne´
na teorii rovinne´ pruzˇnosti
V te´to kapitole si nejdrˇ´ıve uka´zˇeme, jak se daj´ı vyja´drˇit napeˇt´ı a posuvy pomoc´ı tzv.
komplexn´ıch potencia´l˚u a pote´ si uka´zˇeme konkre´tn´ı tvary komplexn´ıch potencia´l˚u pro
dislokaci v bimateria´lu, ktere´ vyuzˇijeme v dalˇs´ıch kapitola´ch. Vesˇkery´ text, vztahy a poz-
natky te´to kapitoly lze nale´zt v [19] a [12].
4.1 Vyja´drˇen´ı r˚uzny´ch vy´raz˚u pomoc´ı funkc´ı napja-
tosti
Uvazˇujme rovinnou u´lohu pruzˇnosti. Jak jizˇ bylo recˇeno (cˇa´st 1.5), tak te´to u´loze od-
pov´ıdaj´ı rovnice rovnova´hy a kompatibility (2.17), ktere´ jsou v prˇ´ıpadeˇ nulovy´ch obje-













∆(σxx + σyy) = 0.























K z´ıska´n´ı pole napeˇt´ı (σxx, σxy, σyy) a jak uvid´ıme pozdeˇji i pole posuv˚u (ux, uy), tedy
stacˇ´ı zna´t tvar Airyho funkce napeˇt´ı U(x, y). Hleda´n´ı tvaru te´to fukce bohuzˇel nen´ı obecneˇ
u´loha jednoducha´. Muscheliˇsvili doka´zal, zˇe Airyho funkci napeˇt´ı U(x, y) je mozˇne´ vyja´drˇit
pomoc´ı dvou komplexn´ıch holomorfn´ıch funkc´ı ϕ(z), χ(z) a tedy plat´ı na´sleduj´ıc´ı veˇta
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Veˇta 4.1. Necht’ U(x, y) je biharmonicka´ funkce (Airyho funkce) definovana´ na jednodusˇe
souvisle´m teˇlese T . Pak existuj´ı holomorfn´ı funkce ϕ(z), χ(z) v T takove´, zˇe
U(x, y) = Re[z¯ϕ(z) + χ(z)], (4.4)
kde z = x+ iy, z¯ = x− iy a definici jednodusˇe souvisle´ho teˇlesa T a holomorfn´ı funkce
najdeme v [19].
Prˇedchoz´ı veˇta ukazuje, jak vyja´drˇit Airyho funkci pomoc´ı dvou komplexn´ıch holo-
morfn´ıch funkc´ı, ale nerˇ´ıka´ nic o jejich konkre´tn´ıch tvarech. Tvary funkc´ı ϕ(z), χ(z) se
meˇn´ı pro kazˇdou u´lohu a jejich nalezen´ı mu˚zˇe by´t pomeˇrneˇ slozˇitou u´lohou. Konkre´tn´ı
tvar teˇchto fuknkc´ı pro nasˇi u´loha si uka´zˇeme pozdeˇji.
Vyja´drˇen´ı r˚uzny´ch vy´raz˚u pomoc´ı funkc´ı napjatosti
Na´sleduj´ıc´ı definice objasnˇuje pojem funkce napjatosti
Definice 4.1. Funkcemi napjatosti se rozumı´ funkce U(x, y), ϕ(z), χ(z) a jejich derivace.
Da´le pro holomorfn´ı funkce ϕ(z), χ(z) (tzv. Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly)
zavedeme znacˇen´ı
Φ(z) = ϕ′(z), ψ(z) = χ′(z), Ψ = ψ′(z). (4.5)
Nyn´ı si uka´zˇeme, jak se daj´ı z´ıskat slozˇky tenzoru napeˇt´ı σxx, σxy, σyy a pole posuv˚u
ux, uy prˇ´ımo pomoc´ı funkc´ı napjatosti (bez nutnosti uzˇit´ı funkce U(x, y)). Vyja´drˇen´ı napeˇt´ı













σxx = Re[2Φ(z)− zΦ′(z)−Ψ(z)], (4.8)
σyy = Re[2Φ(z) + zΦ
′(z) + Ψ(z)], (4.9)
σxy = Im[zΦ
′(z) + Ψ(z)], (4.10)
kde µ je modul pruzˇnosti ve smyku a κ je konstanta, ktera´ naby´va´ hodnoty κ = 3 − 4ν
pro rovinnou deformaci nebo κ = 3−ν
1+ν
pro rovinnou napjatost. Konstanta ν oznacˇuje
Poissonovo cˇ´ıslo.
4.2 Tvary komplexn´ıch potencial˚u pro dislokaci v bi-
materia´lu
Trhlinu lze s vy´hodou modelovat pomoc´ı dislokac´ı a pra´veˇ tohoto modelu (tzv.model
spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı) vyuzˇ´ıva´ i tato pra´ce, jak uvid´ıme pozdeˇji. Abychom byli
schopni s dislokac´ı da´le pracovat a vyja´drˇit naprˇ. pole napeˇt´ı, tak mus´ıme zna´t tvary








Obra´zek 4.1: Nekonecˇna´ rovina s dislokac´ı
Uvazˇujme nekonecˇnou rovinu tvorˇenou dveˇma polorovinami z homogenn´ıho linea´rneˇ
elasticke´ho izotropn´ıho materia´lu M1 a M2 dle obra´zku 4.1 s materia´lovy´mi charakteris-
tikami µ1, ν1 pro horn´ı polorovinu a µ2, ν2 pro doln´ı polorovinu, kde µ je modul pruzˇnosti
ve smyku a ν prˇedstavuje Poissonovo cˇ´ıslo. V horn´ı polorovineˇ se nacha´z´ı dislokace v ζ.
Tvary komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ(z, ζ), ψ(z, ζ) pak jsou
ϕ1(z, ζ) = ϕ1s(z, ζ) + ϕ1i(z, ζ) (z ∈M1), (4.11)
ψ1(z, ζ) = ψ1s(z, ζ) + ψ1i(z, ζ) (z ∈M1), (4.12)
ϕ2(z, ζ) = ϕ1s(z, ζ) + ϕ2i(z, ζ) (z ∈M2), (4.13)
ψ2(z, ζ) = ψ1s(z, ζ) + ψ2i(z, ζ) (z ∈M2), (4.14)
kde z = x+ iy a ζ = ξ + iη.
Cˇleny s indexem s se nazy´vaj´ı singula´rn´ı a jejich tvar je
ϕ1s(z, ζ) = −γ1 log(z − ζ), (4.15)
ψ1s(z, ζ) = −k1γ1 log(z − ζ) + γ1
ζ
z − ζ + γ1. (4.16)
Reprezentuj´ı rˇesˇen´ı v nekonecˇne´m teˇlese v prˇ´ıpadeˇ, zˇe oba materia´lyM1,M2 jsou identicke´.
Cˇleny s indexem i se nazy´vaj´ı podobnostn´ı (image) a jejich tvar je
ϕ1i(z, ζ) = δ1
(





ψ1i(z, ζ) = −δ1z ∂
∂z
(




+ λ1ϕ1s(z, ζ), (4.18)
ϕ2i(z, ζ) = λ1ϕ1s(z, ζ), (4.19)
ψ2i(z, ζ) = δ1ψ1s(z, ζ) + (δ1 − λ1)zϕ′1s(z, ζ). (4.20)
Reprezentuj´ı modifikaci kv˚uli prˇ´ıtomnosti rozd´ılne´ho materia´lu ve spodn´ı polovineˇ ne-
konecˇne´ho teˇlesa M2. Konstanty k1, γ1, λ1, δ1 naby´va´j´ı pro dislokaci (tyto vztahy kom-
plexn´ıch potencia´l˚u lze pouzˇ´ıt i pro osameˇlou s´ılu) teˇchto hodnot








1− β1 , (4.21)
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kde b = bx + iby je tzv. Burgers˚uv vektor (cˇa´st 2.3 v [19], cˇa´st 2.1 v [10]), κ1 = 3 − 4ν1
pro rovinnou deformaci nebo κ1 = (3− ν1)/(1 + ν1) pro rovinnou napjatost a α1, β1 jsou
tzv. Dundursovi parametry [21], jejichzˇ tvar je na´sleduj´ıc´ı
α1 =
µ2(κ1 + 1)− µ1(κ2 + 1)
µ2(κ1 + 1) + µ1(κ2 + 1)
, β1 =
µ2(κ1 − 1)− µ1(κ2 − 1)
µ2(κ1 + 1) + µ1(κ2 + 1)
. (4.22)
Komplexneˇ sdruzˇene´ cˇleny z´ıska´me na za´kladeˇ te´to notace
F (z) = F (z),
tedy
ϕ1s(z, ζ) = ϕ1s(z, ζ) = −γ1 log(z − ζ), (4.23)
ψ1s(z, ζ) = ψ1s(z, ζ) = −k1γ1 log(z − ζ) + γ1
ζ
z − ζ + γ1. (4.24)
Pozna´mka: Pokud se dislokace (prˇ´ıpadneˇ osameˇla´ s´ıla) nacha´z´ı ve spodn´ı polovineˇ teˇlesa
M2, pak stacˇ´ı vy´sˇe uvedene´ vztahy prˇeindexovat (1 → 2)
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Kapitola 5
Integra´ln´ı rovnice - stanoven´ı
soucˇinitele intenzity napeˇt´ı
V te´to kapitole se postupneˇ dopracujeme k tvaru integra´ln´ı rovnice a z jej´ıho rˇesˇen´ı jsme
schopni stanovit soucˇinitel intenzity napeˇt´ı KI . K z´ıska´n´ı integra´ln´ı rovnice vyuzˇijeme
tzv. Bueckner˚uv princip a modelova´n´ı trhliny pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı
a faktu, zˇe dislokaci jsme schopni dobrˇe popsat a stanovit naprˇ. pole posunut´ı, ktere´
tato dislokace v materia´lu vyvola´. Pro jednoduchost budeme uvazˇovat rovinny´ proble´m
pr˚uchoz´ı trhliny v zat´ızˇene´m homogen´ım prostrˇed´ı dle obra´zku 5.1(a). Vesˇkery´ text, vztahy
a poznatky te´to kapitoly lze nale´zt v [10] a [11].
5.1 Bueckner˚uv princip a metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch
dislokac´ı
Bueckner˚uv princip
Umozˇnˇuje na´m z´ıskat rˇesˇen´ı u´lohy (obr. 5.1(a)) superpozic´ı dvou rˇesˇen´ı u´loh (obr. 5.1(b,c))
• u´loha (b) - homogenn´ı neporusˇene´ prostrˇed´ı zat´ızˇene´ v nekonecˇnu
• u´loha (c) - nezat´ızˇene´ prostrˇed´ı s trhlinou, na jej´ızˇ l´ıcech jsou prˇedepsana´ tzv. ko-
rekcˇn´ı napeˇt´ı, ktera´ jsou stejneˇ velka´, ale opacˇneˇ orientovana´, nezˇ napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı
v mı´steˇ trhliny v u´loze (b)
Metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı
Umozˇnˇuje na´m stanovit korekcˇn´ı napeˇt´ı pomoc´ı vkla´da´n´ı nadbytecˇne´ho materia´lu mezi
l´ıce trhliny. Vlozˇeny´ materia´l je pouze matematicky´m modelem (rea´lna´ trhlina je sa-
mozrˇejmeˇ pra´zdna´), ktery´ slouzˇ´ı k stanoven´ı korecˇn´ıch napeˇt´ı a soucˇasneˇ similuje rozevrˇen´ı
trhliny.
Vkla´dany´ materia´l si mu˚zˇeme prˇedstavit jako kombinaci nekonecˇneˇ tenky´ch pa´s˚u
- nosicˇ˚u soustrˇedne´ deformace a zp˚usob vkla´da´n´ı je zobrazen na obra´zku 5.2. Prvn´ı
pa´s zacˇ´ına´ v jednom vrcholu trhliny a pokracˇuje azˇ do nekonecˇna nebo ke vzda´lene´mu






Obra´zek 5.1: Bueckner˚uv princip
na vhodny´ch mı´stech (5.2(c)) vede k pozˇadovane´ konfiguraci simuluj´ıc´ı trhlinu. Kazˇdy´
pa´s vlozˇene´ho materia´lu vna´sˇ´ı do teˇlesa relativn´ı posuv δb a generuje t´ım urcˇite´ napeˇt´ı.
Matematicke´ rˇesˇen´ı pro toto napeˇt´ı od jednoho pa´su mu˚zˇe by´t pouzˇito jako Greenova
funkce u´lohy (c) a napeˇt´ı generovane´ vy´sledny´m posuvem od vsˇech pa´s˚u z´ıska´me jed-
nodusˇe soucˇtem nebo integrac´ı te´to Greenovy funkce.
Pa´s vlozˇene´ho materia´lu je vlastneˇ analogi´ı dobrˇe zna´me´ hranove´ dislokace a v rˇadeˇ
vlastnost´ı se shoduje s hranovou dislokac´ı, ktera´ vznika´ jako defekt krystalove´ mrˇ´ızˇky (viz
naprˇ. prˇ´ıloha B v [19]). Fyzika´lneˇ zˇa´dne´ poruchy nevznikaj´ı - jedna´ se jen o matematicky´
na´stroj umozˇnˇuj´ıc´ı zave´st self-konzistentn´ı stav napeˇt´ı v teˇlese (tj. odpov´ıdaj´ıc´ı vlozˇene´
soustrˇedeˇne´ deformaci a okrajovy´m podmı´nka´m).
5.2 Dislokace
V rovineˇ mu˚zˇeme dislokaci modelovat jako polonekonecˇny´ za´rˇez libovolne´ trajektorie do
ktere´ho vlozˇ´ıme nebo naopak z neˇj vyjmeme pa´s materia´lu o konstantn´ı sˇ´ıˇrce a opeˇt
spoj´ıme materia´l dohromady. Konstatn´ı sˇ´ıˇrka pa´su je zna´ma´ jako tzv. Burgers˚uv vektor
b. Du˚lezˇitou vlastnost´ı hranove´ dislokace je, zˇe napeˇt´ı, ktere´ zp˚usobuje svoj´ı prˇ´ıtomnost´ı,
je neza´visle´ na orientaci za´rˇezu a za´vis´ı pouze na slozˇka´ch Burgersova vektoru (bx, by).
Zp˚usoby vytvorˇen´ı hranove´ dislokace - na obra´zku 5.3 jsou zna´zorneˇny dva
zp˚usoby vytvorˇen´ı hranove´ dislokace s Burgersovy´m vektorem b = bx. V obou prˇ´ıpadech
je indukova´no stejne´ pole napeˇt´ı a posuv˚u.
• prˇ´ıpad (a) - je veden rˇez materia´lem pode´l osy y, do ktere´ho vlozˇ´ıme tenky´ pa´s
materia´lu o tlousˇt’ce bx a na´sledneˇ materia´l opeˇt spoj´ıme (obr.5.3(a))
• prˇ´ıpad (b) - je veden rˇez materia´lem pode´l osy x, materia´l pod rˇezem posuneme ve





Obra´zek 5.2: Ilustrace vlozˇene´ho materia´lu pomoc´ı vkla´da´n´ı a vyj´ıma´n´ı tenky´ch pa´s˚u
Obra´zek 5.3 ilustruje take´ zname´nkovou konvenci zavedenou pro Burgers˚uv vektor b
Dundursem [21], kterou zavedl, aby nedocha´zelo k nejednoznacˇnosti. Jako leva´ strana se
oznacˇuje strana rˇezu, ktera´ lezˇ´ı nalevo od rˇezu pozorovane´ho z ja´dra dislokace a znacˇ´ı se
zname´nkem (-). Prava´ strana se z´ıska´ analogicky a znacˇ´ı se zname´nkem (+). Zname´nko
slozˇky bx Burgersova vektoru b urcˇuje krˇivka obcha´zej´ıc´ı korˇen dislokace z libovolne´ho
bodu leve´ hrany rˇezu do jemu odpov´ıdaj´ıc´ıho bodu prave´ hrany rˇezu, tj. po ukoncˇen´ı
obeˇhu krˇivky se dostane nespojitost posunut´ı ve smeˇru osy x co do velikosti a orientace
shodna´ se slozˇkou bx
bx = u(+)− u(−). (5.1)
Pole napeˇt´ı zp˚usobene´ dislokac´ı
Meˇjme nekonecˇne´ teˇleso obsahuj´ıc´ı hranovou dislokaci v pocˇa´tku s Burgersovy´m vektorem















































kde µ je modul pruzˇnosti ve smyku a κ je konstanta, ktera´ naby´va´ hodnoty κ = 3 − 4ν
pro rovinnou deformaci nebo κ = 3−ν
1+ν
pro rovinnou napjatost, konstanta ν oznacˇuje














Obra´zek 5.3: Zp˚usoby vytvorˇen´ı hranove´ dislokace: (a) pomoc´ı vlozˇen´ı materia´lu (climb),





Obra´zek 5.4: Trhlina modelovana´ pomoc´ı hranovy´ch dislokac´ı
5.3 Integra´ln´ı rovnice
Nyn´ı si odvod´ıme tvar integra´ln´ı rovnice s vyuzˇit´ım poznatk˚u z prˇedchoz´ıch sekc´ı. U´lohu
pr˚uchoz´ı trhliny s de´lkou trhliny 2a v zat´ızˇene´m homogen´ım prostrˇed´ı (obr. 5.1) rozdeˇl´ıme
pomoc´ı Buecknerova principu na dveˇ u´lohy:
1. u´loha - stanoven´ı napeˇt´ı σ˜ij(x, y) v mı´stech trhliny v materia´lu prˇi absenci trhliny
(obr. 5.1(b))
2. u´loha - stanoven´ı korekcˇn´ıho napeˇt´ı σ¯ij(x, y), ktere´ je indukova´ne´ pomoc´ı vlozˇene´ho
materia´lu mezi l´ıce trhliny (obr. 5.1(c))
Ze superpozice plyne, zˇe vy´sledne´ napeˇt´ı σij dostaneme soucˇtem teˇchto dvou u´loh, tedy
σij(x, y) = σ˜ij(x, y) + σ¯ij(x, y). (5.5)
Za podmı´nky, zˇe okrajove´ podmı´nky jsou splneˇny.
Oznacˇme norma´love´ napeˇt´ı N(x) a smykove´ napeˇt´ı S(x) p˚usob´ıc´ı v mı´steˇ trhliny.
Protozˇe plat´ı σ˜yy(x, 0) ≡ σ∞yy(x) a σ˜xy(x, 0) ≡ 0 ∀y, tak okrajove´ podmı´nky mu˚zˇeme
zapsat takto
N(x) ≡ σyy(x, 0) = σ∞yy(x, 0) + σ¯yy(x, 0) = 0, |x| < a (5.6)
S(x) ≡ σxy(x, 0) = σ¯xy(x, 0) = 0. |x| < a (5.7)
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Prvn´ı u´lohu tedy ma´me vyrˇesˇenou a zby´va´ u´loha druha´ - stanoven´ı korekcˇn´ıho napeˇt´ı.
Jak jizˇ bylo rˇecˇeno, tak korekcˇn´ı napeˇt´ı mu˚zˇe by´t stanoveno pomoc´ı vkla´da´n´ı materia´lu
mezi l´ıce trhliny a tento vkla´dany´ materia´l je mozˇne´ cha´pat jako hranove´ dislokace (viz
cˇa´sti 4.1 a 4.2). Uvazˇujme tedy trhlinu modelovanou pomoc´ı spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı
s Burgersovy´m vektorem b = (0, by) viz. obra´zek 5.4. Infinetisima´ln´ı u´sek tohoto rozlozˇen´ı,
naprˇ. mezi body [ξ, 0] a [ξ + δξ, 0] lze charakterizovat jedinou izolovanou dislokac´ı s ne-
konecˇneˇ maly´m Burgersovy´m vektorem δby
δby = By(ξ)δξ, (5.8)
kde By(ξ) je hustota dislokac´ı v bodeˇ ξ. Napeˇt´ı, ktere´ tato dislokace generuje je da´no
rovnicemi (5.2) - (5.4), kde promeˇnou x je trˇeba nahradit vy´razem x− ξ a polozˇit bx = 0
a y = 0








x− ξ δξ. (5.9)
Napeˇt´ı σyy generovane´ spojity´m rozdeˇlen´ım dislokac´ı pode´l de´lky trhliny pak z´ıska´me







x− ξ dξ, (5.10)





Je zrˇejmy´ u´zky´ vztah mezi rozevrˇen´ım trhliny g(x) a hustotou dislokace v bodeˇ By(ξ).
Nutno podotknout, zˇe g(−a) = 0 a pro vlozˇene´ dislokace se za´porny´m Burgesovy´m vek-


















x− ξ dξ, (5.14)
cozˇ je tzv. singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice prvn´ıho druhu obsahuj´ıc´ı Cauchy ja´dro (x− ξ)−1
(objevuje se ve vsˇech rovinny´ch u´loha´ch s trhlinou) a nezna´mou hustotu dislokace By(ξ),
prˇicˇemzˇ integra´l v te´to rovnici je nutne´ bra´t ve smyslu jeho hlavn´ı hodnoty (cˇa´st 2.2 v [11]).
Z matematicky´ch d˚uvod˚u je vy´hodne´ tuto rovnici normalizovat na interval 〈−1, 1〉. Te´to
normalizace dosa´hneme substituc´ı, ktera´ pro obecny´ prˇ´ıpad intervalu 〈a, b〉 ma´ tvar
2ξ = (b− a)s+ (b+ a),
2x = (b− a)t+ (b+ a). (5.15)
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Pro na´sˇ interval trhliny 〈−a, a〉 tedy plat´ı a = −a, b = a a substituce (5.15) pak naby´va´
tvaru
ξ = as, x = as. (5.16)







t− s ds, |t| < 1, (5.17)
kde
F (t) = −κ+ 1
2µ
σ∞yy(t). (5.18)
Rˇesˇen´ı te´to integra´ln´ı rovnice (5.17) je mozˇne´ odvodit na za´kladeˇ Muscheliˇsviliho teorie
[26]. Z jeho teorie vyply´va´, zˇe rˇesˇen´ı hustoty dislokace By(s) je trˇeba hledat jako soucˇin
tzv. fundamenta´ln´ıho rˇesˇen´ı ω(s) a nezna´me´ ohranicˇene´ funkce φy(s)
By(s) = ω(s)φy(s), ω(s) =
1√
1− s2 . (5.19)






ω(s)(t− s)ds+ Cω(t), (5.20)
kde C je libovolna´ konstanta, ktera´ se urcˇ´ı z podmı´nky nulove´ho rozevrˇen´ı konc˚u trhliny
g(−a) = g(+a) = 0. (5.21)





By(s)ds = 0, (5.22)
ze ktere´ se urcˇ´ı nezna´ma´ konstanta C ve vztahu (5.20).
Stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı
Pomoc´ı By(ξ) lze stanovit nejen rozevrˇen´ı trhliny g(x) (5.12), ale i soucˇinitel intenzity
napeˇt´ı v koncovy´ch bodech trhliny. Nejprve stanov´ıme rozevrˇen´ı trhliny pomoc´ı vztah˚u
(2.20) takto







Derivac´ı (5.23) dle r z´ıska´me gradinet rozevrˇen´ı trhliny v koncovy´ch bodech trhliny, ktery´










Pro pravou stranu korˇene trhliny, r je meˇrˇeno v za´porne´m smeˇru x plat´ı dg(r)/dr =

















Obdobnou u´vahou se stanov´ı i soucˇinitel intenzity napeˇt´ı v druhe´m vrcholu trhliny a spo-







Pozna´mka: Integra´ln´ı rovnice v te´to kapitole byla odvozena pro rovinnou u´lohu s pr˚uchoz´ı
trhlinou v zat´ızˇene´m homogen´ım prostrˇed´ı. V prˇ´ıpadeˇ slozˇiteˇjˇs´ı geometrie teˇlesa s trhlinou
nebo prˇi existenci nehomogenit naby´va´ integra´ln´ı rovnice slozˇiteˇjˇs´ıho tvaru a jej´ı rˇesˇen´ı




Trhlina kolma´ k bi-materia´love´mu
rozhran´ı
V te´to kapitole nejdrˇ´ıve stanov´ıme na za´kladeˇ poznatk˚u z prˇedchoz´ıch kapitol singula´rn´ı
integra´ln´ı rovnici prvn´ıho druhu pro konkre´tn´ı u´lohu trhliny konecˇne´ de´lky v bi-materia´lu
a na´sledneˇ uka´zˇeme rˇesˇen´ı te´to rovnice pomoc´ı prˇevodu na soustavu N -rovnic o N -
nezna´my´ch. Pouzˇite´ vztahy a poznatky te´to kapitoly lze nale´zt v [10], [12], [14], [15],
[19], [26] a [27].
6.1 Stanoven´ı integra´ln´ı rovnice
Uvazˇujme rovinnou u´lohu trhliny kolme´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı de´lky 2a dle obra´zku
6.1. Pro tuto u´lohu nemu˚zˇeme pouzˇ´ıt integra´ln´ı rovnici 5.14. Singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice









B(s)K(s, t)ds |t| < 1, (6.1)
kde K(s, t) je kvadraticky integrovatelna´ funkce v promeˇnne´ s, g(t) je neˇjaka´ ohranicˇena´
funkce a B(s) je hledana´ nezna´ma´ funkce hustota dislokace. Prvn´ı integra´l v (6.1) je
singula´rn´ı a je nutno ho uvazˇovat ve smyslu jeho hlavn´ı hodnoty (viz. cˇa´st 2.2 v [11]).
Rˇesˇen´ı te´to rovnice jizˇ nelze hledat v uzavrˇene´ formeˇ a je nutno pouzˇ´ıt numericky´ch
metod. Obecny´ prˇ´ıstup k rˇesˇen´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice prvn´ıho druhu zde nebudeme
rozeb´ırat. Lze jej nale´zt naprˇ. v [27]. Zde naopak bude uvedeno konkre´tn´ı stanoven´ı a rˇe-
sˇen´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice prvn´ıho druhu pro u´lohu dle obra´zku 6.1. K jej´ımu
stanoven´ı budeme v podstateˇ kop´ırovat postup uvedeny´ v kapitole 4. C´ılem je tedy nalezen´ı
tvaru integra´ln´ı rovnice a jej´ı prˇevod na soustavu N -rovnic o N -nezna´my´ch, jak uvid´ıme
da´le.
Na za´kladeˇ Buecknerova principu (obr. 5.1) rozdeˇl´ıme nasˇi u´lohu na dveˇ samostatne´
u´lohy:
1. u´loha - stanoven´ı napeˇt´ı σ˜xx(x, y) v mı´stech trhliny v materia´lu prˇi absenci trhliny
(obdoba obr. 5.1(b))
2. u´loha - stanoven´ı korekcˇn´ıho napeˇt´ı σ¯xx(x, y), ktere´ je indukovane´ pomoc´ı vlozˇene´ho







Obra´zek 6.1: Trhlina kolma´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı
1. u´loha je rˇesˇena pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u (MKP), konkre´tneˇ v komercˇn´ım
syste´mu ANSYS. Z´ıskana´ napeˇt´ı v konkre´tn´ıch mı´stech trhliny jsou co do velikosti stejna´,
ale opacˇneˇ orientovana´ jak korekcˇn´ı napeˇt´ı, ktera´ tvorˇ´ı levou stranu rovnice 6.1.
2. u´loha je rˇesˇena pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı, ktera´ na´m omozˇnˇuje na
za´kladeˇ zna´me´ho napeˇt´ı σ¯xx od jedne´ dislokace (charakterizovane´ Burgersovy´m vektorem
b) stanovit pomoc´ı integrace prˇes de´lku trhliny napeˇt´ı σ¯xx generovane´ trhlinou. T´ım
dosta´va´me pravou stranu rovnice (6.1).
Prˇedpokla´dejme, zˇe jizˇ zna´me rˇesˇen´ı prvn´ı u´lohy. Ke stanoven´ı singula´rn´ı integra´ln´ı
rovnice prvn´ıho druhu je tedy kl´ıcˇove´ stanoven´ı napeˇt´ı σ¯xx od jedne´ dislokace. V trˇet´ı
kapitole jsme jizˇ uka´zali, jak lze z´ıskat napeˇt´ı a posuvy pomoc´ı funkc´ı napjatosti (tzv.
Muscheliˇsviliho komplexn´ı potencia´ly) a rovneˇzˇ jsme jizˇ uka´zali tvary teˇchto potencia´lu
pro dislokaci v bi-materia´lu, cˇehozˇ ted’ vyuzˇijeme.
Napeˇt´ı σ¯xx od jedne´ dislokace tedy z´ıska´me z rovnice 4.8 takto
σ¯disxx = Re[2Φ1(z, ζ)− zΦ′1(z, ζ)−Ψ1(z, ζ)]. (6.2)
K jeho stanoven´ı tedy potrˇebujeme zna´t derivace komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ)
(4.11, 4.12).
Kompletn´ı odvozen´ı zde nebude uvedeno a je mozˇne´ ho nale´zt v dodatku A. Uka´zˇeme
zde jen konkre´tn´ı tvary komplexn´ıch funkc´ı ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ). Poukazˇme jesˇteˇ na sku-
tecˇnost, zˇe trhlina kolma´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı je modelova´na pomoc´ı dislokac´ı










γ1 = −γ1. (6.4)
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Tvary komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ) pak naby´vaj´ı teˇchto tvar˚u
ϕ1(z, ζ) = γ1
(
− ln(z − ζ) + δ1
[
−k1 ln(z − ζ)− ζ − z
z − ζ − 1
])
, (6.5)
ψ1(z, ζ) = γ1
(
k1 ln(z − ζ) + ζ
z − ζ + 1 +
δ1z(k1 − 1)
z − ζ + (6.6)
+
δ1z(z − ζ)
(z − ζ)2 + λ1 ln(z − ζ)
)
,
kde konstanty k1, λ1, δ1 naby´vaj´ı hodnot dle vztahu (4.21).
Derivac´ı ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ) podle promeˇnne´ z a dosazen´ım do (6.2) z´ıska´me napeˇt´ı od






z − ζ −
z − ζ
(z − ζ)2 −
3δ1(k1 − 1) + λ1
z − ζ + (6.7)
+
δ1(3ζ + z(k1 − 5) + z(−k1 + 2))
(z − ζ)2 +




Da´le dosad´ıme z = x + iy, z = x − iy, ζ = ξ + iη, ζ = ξ − iη do rovnice (6.7), polozˇ´ıme







y − η −




δ1(3η + 2k1y − 7y)
(y + η)2




Nyn´ı nahrad´ıme v rovnici (6.8) Burgers˚uv vektor bx na za´kladeˇ rovnice (5.8) vy´razem
δbx = Bx(η)δη, (6.9)


















δ1(3η + 2k1y − 7y)
(y + η)2




cozˇ je singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice pro trhlinu kolmou k bi-materia´love´mu rozhran´ı. Tuto
rovnici jesˇteˇ znormalizujeme z intervalu 〈h− a, h+ a〉, kde h znacˇ´ı vzda´lenost strˇedu
trhliny od bi-materia´love´ho rozhran´ı substituc´ı dle vztahu (5.15) na interval 〈−1, 1〉. V na-
sˇem prˇ´ıpadeˇ tato substituce naby´va´ tvaru
η = as+ h y = at+ h. (6.11)
Singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice prvn´ıho druhu pak pomoc´ı (6.11) a prˇedpokladu, zˇe zna´me














−3δ1(k1 − 1) + λ1
a(t+ s) + 2h
+
+
δ1(3as− 2h+ 2k1at− 7at)
(a(t+ s) + 2h)2
− 4δ1(at+ h)(a(s− t))




kde σxx(t) = −σ˜xx(x, y) v mı´stech trhliny materia´lu prˇi absenci trhliny (viz 1. u´loha).
Nyn´ı ma´me hledany´ tvar integra´ln´ı rovnice pro u´lohu trhliny kolme´ k bi-materia´love´mu
rozhran´ı, ale jak uzˇ bylo rˇecˇeno, tak rˇesˇen´ı te´to rovnice (6.12) nelze vyja´drˇit v uzavrˇene´m
konecˇne´m tvaru, ale mus´ı se hledat jen v prˇedem zvolene´m stupni prˇibl´ızˇen´ı (aproximace).
Rovnici (6.12) rˇesˇ´ıme prˇevodem na soustavuN -rovnic oN -nezna´my´ch, kdeN znacˇ´ı stupenˇ
aproximace. Zp˚usob prˇevodu je uka´za´n v dalˇs´ı cˇa´sti.
6.2 Rˇesˇen´ı integra´ln´ı rovnice
K z´ıska´n´ı vlastn´ıho rˇesˇen´ı integra´ln´ı rovnice (6.11) vyuzˇijeme nahrazen´ı hledane´ hustoty
dislokace vztahem (5.19), ktery´ uka´zal Muscheliˇsvili [26], tedy pro na´sˇ prˇ´ıpad
Bx(s) = ω(s)φx(s), ω(s) =
1√
1− s2 , (6.13)
kde ω(s) je tzv. fundamenta´ln´ı rˇesˇen´ı integra´ln´ı rovnice a φx(s) je neˇjaka´ nezna´ma´ ohra-
nicˇena´ funkce.
Pozna´mka: V obecne´m prˇ´ıpadeˇ tj. pro rˇesˇen´ı rovnice (6.1) je fundamenta´ln´ı rˇesˇen´ı ve
tvaru
ω(s) = (1− s)λ1(1 + s)λ2 ,
kde exponent λ1, λ2 je tzv. exponent singularity, ktery´ mu˚zˇe naby´vat hodnot z intervalu
(−1, 1). V nasˇem prˇ´ıpadeˇ plat´ı λ1 = λ2 = −λ = −1/2. Vı´ce o te´to problematice v [27].
Da´le vyuzˇijeme dvoj´ı aproximace pomoc´ı tzv. Cˇebysˇevovy´ch polynom˚u 1. druhu [15],
kde vyuzˇijeme jejich vlastnosti, zˇe jsou ortogona´ln´ı na intervalu 〈−1, 1〉 s va´hou 1/(√1− x2)






i = j 6= 0, (6.14)
= pi i = j = 0
kde Ti znacˇ´ı Cˇebysˇev˚uv polynom 1. druhu stupneˇ i.
1. aproximace - se ty´ka´ funkce φx(s), kterou vyja´drˇ´ıme pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch poly-





kde ci jsou nezna´me´ konstanty, ktere´ dostaneme jako rˇesˇen´ı soustavy N -rovnic o N -
nezna´my´ch.
2. aproximace - se ty´ka´ nesingula´rn´ıho integra´lu v rovnici (6.12), konkre´tneˇ cˇlenu,
ktery´ mu˚zˇeme oznacˇit jako K(s, t) dle znacˇen´ı v rovnici (6.1).
K(s, t) = a
(
−3δ1(k1 − 1) + λ1
a(t+ s) + 2h
+
δ1(3as− 2h+ 2k1at− 7at)
(a(t+ s) + 2h)2
−
− 4δ1(at+ h)(a(s− t))







































































Z podmı´nky konzistence (5.22) vsˇak plyne, zˇe konstanta c0 = 0 a tak ji do aproximace
ani nezahrnujeme. Prˇeindexova´n´ı sumace z N − 1 na N ve vztaz´ıch (6.15, 6.16) je jizˇ jen
formalitou.

























Nesingula´rn´ı integra´l v (6.18) rˇesˇ´ıme pomoc´ı vlastnosti ortogonality Cˇebysˇevovy´ch
polynomu˚ 1. druhu, tedy dle vztahu (6.14) a singula´rn´ı integra´l vyrˇesˇ´ıme pomoc´ı na´sle-














kde TN(s) je Cˇebysˇev˚uv polynom 1. druhu stupneˇ N , Γ(−12), Γ(32) je tzv. Gamma funkce
[14] a UN−1(t) je Cˇebysˇev˚uv polynom 2. druhu stupneˇ N − 1 v bodeˇ t [14].
Nyn´ı tedy ma´me vsˇe potrˇebne´ k prˇeveden´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice prvn´ıho druhu
pro prˇ´ıpad trhliny kolme´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı (6.12) na soustavu N -rovnic o N -
nezna´my´ch. Pro jej´ı vyrˇesˇen´ı si zvol´ıme stupenˇ aproximace N , materia´love´ charakteristiky
popisuj´ıc´ı materia´ly M1 a M2 tedy µ1, ν1, µ2, ν2, kde µ je modul pruzˇnosti ve smyku, ν
prˇedstavuje Poissonovo cˇ´ıslo, polovicˇn´ı de´lku trhliny a , vzda´lenost strˇedu trhliny od
bi-materia´love´ho rozhran´ı h, odecˇteme napeˇt´ı σxx(t) v N -bodech t1 . . . tN , vypocˇ´ıta´me
hodnoty koeficient˚u dj(t) v teˇchto bodech a rovneˇzˇ vypocˇ´ıta´me hodnoty Cˇebysˇevovy´ch
polynomu˚ 2. druhu UN−1(t) v teˇchto bodech.
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(c1d1(t3) + c2d2(t3) + c3d3(t3)).
Po vyrˇesˇen´ı soustavy N -rovnic o N -nezna´my´ch z´ıska´va´me N -konstant ci a pomoc´ı
vztahu (6.15) z´ıska´me funkci φx(s) a pomoc´ı te´to funkce a vztahu (5.26) mu˚zˇeme vyja´drˇit










V te´to kapitole uka´zˇeme jednotlive´ vy´pocˇtove´ modely, ktere´ byly pouzˇity ke stanoven´ı
soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI trhliny kolme´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı pro r˚uzne´ kon-
figurace materia´l˚u M1,M2. Nejdrˇ´ıve budou uvedeny modely potrˇebne´ k z´ıska´n´ı vy´sledk˚u
pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı (cˇa´st 7.2 a 7.3), ktera´ je ja´drem te´to pra´ce.
Odvozen´ı te´to metody je uka´za´no v prˇedchoz´ıch kapitola´ch. Pote´ bude uka´zan model ke
stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ıKI pomoc´ı metody konecˇny´ch prvk˚u (cˇa´st 7.4), ktery´
pouzˇijeme k overˇen´ı vy´sledk˚u stanoveny´ch pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı.
7.1 Formulace proble´mu a stanoven´ı c´ıl˚u
Uvazˇujme rovinou u´lohu zat´ızˇene´ trhliny kolme´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı dle obra´zku
7.1. Trhlina je de´lky 2a a vzda´lenost jej´ıho strˇedu od rozhran´ı je h. Materia´ly M1,M2 jsou
homogenn´ı linearneˇ elasticke´ a jsou charakterizova´ny prˇ´ıslusˇny´mi moduly pruzˇnosti E1, E2
a Poissonovy´mi cˇ´ısly ν1, ν2. Uvazˇujeme prˇ´ıpad rovinne´ deformace a u´lohu provedeme pro
na´sleduj´ıc´ı 4 kombinace materia´l˚u




, kde materia´ly M1,M2 vol´ıme takto
M1 : E1 = 200000MPa, ν1 = 0.3 M2 : E2 = 50000MPa, ν2 = 0.3,




, kde materia´ly M1,M2 vol´ıme takto
M1 : E1 = 200000MPa, ν1 = 0.3 M2 : E2 = 100000MPa, ν2 = 0.3,




, kde materia´ly M1,M2 vol´ıme takto
M1 : E1 = 200000MPa, ν1 = 0.3 M2 : E2 = 150000MPa, ν2 = 0.3,




, kde materia´ly M1,M2 vol´ıme takto











Obra´zek 7.1: Trhlina kolma´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı
C´ılem je stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI pro u´lohu danou dle obra´zku 7.1
pro vsˇechny 4 kombinace materia´l˚u s oznacˇen´ım E1
E2
pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch
dislokac´ı a na´sledneˇ jej porovnat s hodnotami soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI stanoveny´mi
pomoc´ı metody MKP.
K vyrˇesˇen´ı te´to u´lohy potrˇebujeme zna´t levou stranu rovnice (6.12), tedy slozˇky napeˇt´ı
σxx(t), ktere´ rˇesˇ´ıme na neporusˇene´m zat´ızˇene´m teˇlese. Tuto u´lohu vyrˇesˇ´ıme pomoc´ı MKP
a to konkre´tneˇ pomoc´ı komercˇn´ıho softwaru ANSYS.
7.2 Vy´pocˇtovy´ model - stanoven´ı napeˇt´ı σxx(t)
Rˇesˇen´ı rovnice (6.12) se provede jej´ım prˇeveden´ım na soustavu N -rovnic o N -nezna´my´ch
(viz kapitola 5). Zvol´ıme si tedy stupenˇ aproximace N , ktery´ vede na odecˇet napeˇt´ı σxx(t)
v N -bodech ti, kde i = 1 . . . N .
Stupenˇ aproximace N jsme volili dvoj´ı a to N = 4 a N = 10. Body pro odecˇet napeˇt´ı






, i = 1 . . . N. (7.1)
Hodnoty ti jsou voleny takto za´meˇrneˇ, protozˇe idea´lneˇ pokry´vaj´ı interval de´lky trhliny
〈−1, 1〉.
K vlastn´ımu vy´pocˇtu napeˇt´ı σxx(t) jsme pouzˇili na´sleduj´ı vy´pocˇtovy´ model v programu
ANSYS. K snadne´mu opakova´n´ı vy´pocˇtu bylo zhotoveno makro SXX01-3.mac. V tomto
modelu vol´ıme parametry materia´lu M1,M2, tedy moduly pruzˇnosti E1, E2 a Poissonova
cˇ´ısla ν1, ν2 a jejich hodnoty vol´ıme tak, jak bylo zobrazeno v cˇa´sti 6.1. Da´le vol´ıme stupenˇ
aproximace N = 4 nebo N = 10, ktere´mu odpov´ıda´ i stejny´ pocˇet bod˚u ti ze vztahu
(7.1) pro odecˇten´ı napeˇt´ı σxx(t). Posledn´ı parametr, ktery´ vol´ıme je vzda´lenost h, urcˇuj´ıc´ı
vzda´lenost strˇedu trhliny od bi-materia´love´ho rozhran´ı (viz obra´zek 7.1). Vzda´lenost h
nemu˚zˇeme volit libovolneˇ, ale s ohledem na polovicˇn´ı de´lku trhliny a = 8mm a vy´sˇku
teˇlesa v = 200mm (viz obra´zek 7.2) vol´ıme h z intervalu (8mm, 192mm). Vzda´lenost h
vol´ıme postupneˇ tak, jak uva´d´ı tabulka 7.1
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vzda´lenost h[mm]
80 50 20 10 9 8.5 8.1 8.05


























Obra´zek 7.3: Linea´rn´ı cˇtyrˇuzlovy´ prvek
Vy´pocˇet provedeme tak, zˇe zvol´ıme danou kombinaci materia´l˚u s oznacˇen´ım E1
E2
, stupenˇ
aproximace N a pro kazˇde´ h z tabulky 7.1 stanov´ıme napeˇt´ı σxx(t) ve vsˇech prˇ´ıslusˇny´ch
bodech dle vztahu (7.1).
Model geometrie
U´loha stanoven´ı napeˇt´ı σxx(t) se prova´d´ı na neporusˇene´m zat´ızˇene´m teˇlese. Jedna´ se
o u´lohu rovinnou s nekonecˇny´mi de´lkovy´mi rozmeˇry. Nekonecˇne´ teˇleso nelze samozrˇejmeˇ
modelovat a rozmeˇry MKP-modelu pro vy´pocˇet napeˇt´ı σxx(t) mus´ıme volit jako konecˇne´
tak, aby dostatecˇneˇ veˇrohodneˇ nahradily nekonecˇne´ teˇleso. Nav´ıc u´loha je symetricka´
vzhledem k ose y, proto modelujeme pouze polovinu teˇlesa. Model geometrie teˇlesa je
sche´maticky zna´zorneˇn na obra´zku 7.2 a jeho rozmeˇry jsou v = 200mm, a = 8mm,
d = 300mm.
Konecˇnoprvkova´ s´ıt’
Pro tvorbu konecˇnoprvkove´ s´ıteˇ jsme pouzˇili rovinny´ linea´rn´ı cˇtyrˇuzlovy´ prvek s oznacˇen´ım
v programu ANSYS jako PLANE182 a jeho triangula´rn´ı variantu (obra´zek 7.3) s nasta-
ven´ım pro rovinnou deformaci. Konecˇnoprvkova´ s´ıt’ se meˇn´ı dle vzda´lenosti strˇedu trhliny
od bi-materia´love´ho rozhran´ı h a prˇ´ıklad konecˇnoprvkove´ s´ıteˇ je uveden na obra´zku 7.4.
Okrajove´ podmı´nky a zat´ızˇen´ı
Na prave´ straneˇ teˇlesa jsou prˇedepsa´ny nulove´ posuvy ux = 0 ve smeˇru osy x, ktere´
modeluj´ı symetrii teˇlesa podle osy y. V prave´m horn´ım rohu teˇlesa je z d˚uvodu staticke´
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Obra´zek 7.4: Konecˇnoprvkova´ s´ıt’ s okr. podmı´nkami a zat´ızˇen´ım
urcˇitosti zamezeno posuvu v jednom uzlu uy = 0 ve smeˇru osy y. Okrajove´ podmı´nky
jsou zna´zorneˇny na obra´zku 7.4.
Silove´ zat´ızˇen´ı teˇlesa σ0 = 100MPa je zobrazeno na obra´zku 7.4 a je stejne´ jako zat´ızˇen´ı
σ∞xx (obra´zek 7.1). V ANSYSu je toto zat´ızˇen´ı modelova´no pomoc´ı za´porne´ho tlaku (prˇ´ıkaz
pressure) a je automaticky prˇepocˇ´ıta´no do jednotlivy´ch uzl˚u.
7.3 Vy´pocˇtovy´ model - metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch
dislokac´ı
Pote´, co jizˇ zna´me hodnoty napeˇt´ı σxx(t) v prˇ´ıslusˇny´ch bodech ti urcˇeny´ch dle vztahu (7.1),
mu˚zˇeme snadno vyresˇit singula´rn´ı integra´ln´ı rovnici (6.12) dle postupu v kapitole 5. Tedy
prˇeveden´ım singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice (6.12) na soustavu N -rovnic o N -nezna´my´ch.
Rˇesˇen´ı te´to soustavy rovnic a na´sledne´ stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI v kraj-
n´ıch bodech trhliny pak provedeme pomoc´ı komercˇn´ıho programu MAPLE. Vstupn´ı pa-
rametry jsou stejne´ jako v cˇa´sti 6.2. Nejdrˇive zvol´ıme prˇ´ıslusˇnou kombinaci materia´l˚u E1
E2
uvedenou v cˇa´sti 6.1, tedy moduly pruzˇnosti E1, E2 a Poissonova cˇ´ısla ν1, ν2, pote´ stupenˇ
aproximace N = 4 nebo N = 10 a vzda´lenost strˇedu trhliny od bi-materia´love´ho rozhran´ı
h, jejizˇ velikost vol´ıme podle tabulky 7.1, ale v metrech.
Postup vy´pocˇtu uva´deˇt nebudeme (viz. kapitole 5), pouze si zde uka´zˇeme neˇktere´ grafy
aproximace nesingula´rn´ıho cˇlenu K(s, t) (6.16) integra´ln´ı rovnice pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch
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polynomu˚ 1. druhu (obra´zek 7.5 a 7.6). Tato aproximace nen´ı obecneˇ nutna´, ale zkracuje
dobu vy´pocˇtu. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe bychom chteˇli uvazˇovat trhlinu, ktera´ se doty´ka´ rozhran´ı,
tak by nesingula´rn´ı integra´l v rovnici (6.12) jizˇ nemeˇl analyticke´ rˇesˇen´ı a aproximace je
pak nejsch˚udneˇjˇs´ım rˇesˇen´ım (viz [11])
Grafy jsou stanovene´ pro stupenˇ prˇibl´ızˇen´ı N = 10 (obra´zek 7.5) a N = 4 (obra´zek 7.6)
a pro r˚uzne´ body stanovene´ dle vztahu (7.1) a to vzˇdy symetricky vzhledem ke strˇedu









h = 8.05mm, tedy nejmensˇ´ı vzda´lenost h pro kterou jsme prova´deˇli vy´pocˇty. Z graf˚u je
patrne´, zˇe aproximace pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch polynomu˚ 1. druhu pro stupenˇ aproximace
N = 10 je zcela postacˇuj´ıc´ı a ma´ proble´my pouze pro bod trhliny ti nacha´zejic´ı se v teˇsne´
bl´ızkosti rozhran´ı. Stupenˇ prˇibl´ızˇen´ı N = 4 vykazuje dle ocˇeka´va´n´ı vetsˇ´ı rozd´ıly mezi
aproximovanou funkc´ı a p˚uvodn´ı, ale i zde je aproximace velmi prˇesna´.
7.4 Vy´pocˇtovy´ model - stanoven´ı KI pomoc´ı MKP
Dosazˇene´ vy´sledky pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı lze oveˇrˇit a porovnat
s vy´sledky dosazˇeny´mi pomoc´ı MKP v programu ANSYS.
K vlastn´ımu vy´pocˇtu soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI bylo v programu ANSYS sta-
noveno makro KSXXB.mac, ktere´ umozˇnˇuje snadne´ opakova´n´ı vy´pocˇtu. Vstupn´ımi hod-
notami jsou materia´love´ charakteristiky popisuj´ıc´ı danou kombinaci materia´l˚u, viz. cˇa´st
6.1, tedy moduly pruzˇnosti E1, E2 a Poissonova cˇ´ısla ν1, ν2 a vzda´lenost strˇedu trhliny od
bi-materia´love´ho rozhran´ı h.
Vy´pocˇet soucˇinitle intenzity napeˇt´ı KI provedeme pro danou kombinaci materia´l˚u
a kazˇde´ h z tabulky 7.1.
Model geometrie
Podobneˇ jako v u´loze v cˇa´sti 6.2 rˇesˇ´ıme stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI jako
u´lohu rovinnou s koncˇny´mi de´lkovy´mi rozmeˇry a symetri´ı dle osy y. Trhlinu nemodelujeme
pomoc´ı rozevrˇen´ı, ale pouze pomoc´ı okr.podmı´nek (v´ıce o stanoven´ı soucˇinitele intenzity
napeˇt´ı pomoc´ı MKP lze naj´ıt naprˇ. v [28]). Model geometrie teˇlesa je tedy stejny´ jako
na obra´zku 7.2, ale jeho rozmeˇry jsou nyn´ı stanoveny v metrech v = 0.2m, a = 0.008m,
d = 0.3m a to z d˚uvodu, zˇe chceme vy´sledny´ soucˇinitel intenzity napeˇt´ı KI v jednotka´ch
MPa ·m 12 .
Konecˇnoprvkova´ s´ıt’
Pro tvorbu konecˇnoprvkove´ s´ıteˇ jsme pouzˇili rovinny´ kvadraticky´ osmiuzlovy´ prvek s oz-
nacˇen´ım v programu ANSYS jako PLANE183 a jeho triangula´rn´ı variantu obra´zek 7.7
s nastaven´ım pro rovinnou deformaci, viz. obra´zek 7.7. K rˇesˇen´ı singula´rn´ıch proble´mu˚
s exponentem singularity λ = 1/2 nab´ız´ı ANSYS prˇ´ıkaz KSCON, ktery´ vytvorˇ´ı kolem zvo-
lene´ho bodu (koncentra´toru) singula´rn´ı prvky, cozˇ jsou triangula´rn´ı prvky s posunuty´mi
uzly P a N do 1/4 de´lky hrany OI a OJ , viz. obra´zek 7.7. Konecˇnoprvkova´ s´ıt’ se meˇn´ı
dle vzda´lenosti strˇedu trhliny od bi-materia´love´ho rozhran´ı h a prˇ´ıklad konecˇnoprvkove´
s´ıteˇ je uveden na obra´zku 7.9 a detail konecˇnoprvkove´ s´ıteˇ okolo vrcholu trhliny je na
obra´zku 7.8.
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Obra´zek 7.5: Aproximace nesingula´rn´ıho ja´dra integra´ln´ı rovnice pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch
polynomu˚ 1. druhu pro N = 10
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Obra´zek 7.6: Aproximace nesingula´rn´ıho ja´dra integra´ln´ı rovnice pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch




















Obra´zek 7.7: Kvadraticky´ osmiuzlovy´
prvek
Obra´zek 7.8: Konecˇnoprvkova´ s´ıt’ okolo
vrcholu trhliny
Obra´zek 7.9: konecˇnoprvkova´ s´ıt’ s okr. podmı´nkami a zat´ızˇen´ım
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Okrajove´ podmı´nky a zat´ızˇen´ı
Na prave´ straneˇ teˇlesa jsou prˇedepsa´ny nulove´ posuvy ux = 0 ve smeˇru osy x, ktere´
modeluj´ı symetrii teˇlesa podle osy y. V mı´steˇ, kde se nachaz´ı trhlina nen´ı prˇedepsana´
zˇa´dna´ okrajova´ podmı´nka a t´ım je trhlina modelova´na. Nav´ıc v prave´m horn´ım rohu
teˇlesa je z d˚uvodu staticke´ urcˇitosti zamezeno posuvu v jednom uzlu uy = 0 ve smeˇru osy
y. Okrajove´ podmı´nky jsou zna´zorneˇny na obra´zku 7.8.
Silove´ zat´ızˇen´ı teˇlesa σ0 = 100MPa je zobrazeno na obra´zku 7.8 a jeho velikost je
stejna´ jako zat´ızˇen´ı σ∞xx (obra´zek 7.1). V ANSYSU je toto zat´ızˇen´ı modelova´no pomoc´ı





V te´to kapitole ilustrujeme na konkre´tn´ıch prˇ´ıpadech bi-materia´lu a geometrie trhliny
vzhledem k bi-materia´love´mu rozhran´ı prˇesnost metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı
vzhledem k vy´sledk˚um z´ıskany´ch metodou MKP.
Vy´pocˇty byly provedeny pomoc´ı vy´pocˇtovy´ch model˚u uvedeny´ch v prˇedchoz´ı kapitole,
pro zvolenou kombinaci materia´l˚u E1
E2
(viz cˇa´st 6.1), stupenˇ aproximace N a vzda´lenost
strˇedu trhliny od bi-materia´love´ho rozhran´ı h volenou z tabulky 7.1. Vy´sledne´ soucˇinitele
intenzity napeˇt´ı KI byly vyneseny do na´sleduj´ıc´ıch 4 graf˚u spolecˇneˇ s vy´sledky z´ıskany´ch
pomoc´ı MKP (obra´zek 8.1-8.4).
Kazˇdy´ graf je tedy stanoven pro jednu kombinaci materia´l˚u E1
E2
a obsahuje vzˇdy trˇi
krˇivky popisuj´ıc´ı soucˇinitel intenzity napeˇt´ı KI trhliny kolme´ bi-materia´love´mu rozhran´ı
(obra´zek 7.1). Na ose y jsou vyneseny hodnoty normovae´ho soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI .
Na Ose x jsou vyneseny hodnoty pod´ılu a/h, tedy pod´ıl polovicˇn´ı de´lky trhliny a a vzda´le-
nosti strˇedu trhliny od bi-materia´love´ho rozhran´ı h (obra´zek 7.1). Krˇivky popisuj´ıc´ı pr˚ubeˇh
soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI jsou rozdeˇlene´ barevneˇ a toto rozdeˇlen´ı je respektova´no
pro vsˇechny 4 grafy. Modra´ krˇivka odpov´ıda´ vy´sledk˚um z´ıskany´ch pomoc´ı metody spojiteˇ
rozlozˇeny´ch dislokac´ı se stupneˇm aproximace N = 4. Cˇervena´ krˇivka odpov´ıda´ vy´sledk˚um
z´ıskany´ch stejnou metodou se stupneˇm aproximace N = 10 a zelena´ krˇivka popisuje
vy´sledky stanovene´ pomoc´ı MKP.
Srovna´n´ı vy´sledk˚u
Grafy 8.1-8.3 odpov´ıdaj´ı prˇ´ıpadu, kdy se trhlina sˇ´ıˇr´ı do poddajneˇjˇs´ıho materia´lu (E1 > E2)
a pro tento prˇ´ıpad ma´ hodnota soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI nar˚ustat se snizˇuj´ıc´ı se
vzda´lenost´ı vrcholu trhliny od rozhran´ı (a/h→ 1). Tento prˇedpokla´dany´ pr˚ubeˇh je splneˇn
u vsˇech trˇ´ı kombinac´ı materia´l˚u E1
E2
a pro obeˇ metody vy´pocˇtu soucˇinitel intenzity napeˇt´ı
KI (spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı, MKP). Z porovna´n´ı vy´sledk˚u z´ıskany´ch pomoc´ı metody
spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı pro stupneˇm aproximace N = 10 a pomoc´ı MKP plyne, zˇe
vy´sledky se te´meˇrˇ shoduj´ı. K nepatrne´mu rozd´ılu docha´z´ı pouze v teˇsne´ bl´ızkosti rozhran´ı
a to ve vsˇech trˇech prˇ´ıpadech. Prˇedpokla´dali jsme, zˇe metoda MKP bude mı´t v bodech
bl´ızky´ch bi-materia´love´ho rozhran´ı veˇtsˇ´ı proble´my se stanoven´ım soucˇinitele napeˇt´ı, tedy
zˇe rozd´ıl mezi jednotlivy´mi metodami bude veˇtsˇ´ı. Vy´sledky z´ıskane´ pomoc´ı metody spojiteˇ
rozlozˇeny´ch dislokac´ı pro stupneˇm aproximace N = 4 vykazuj´ı veˇtsˇ´ı neprˇesnost v bl´ızkosti
rozhran´ı v porovna´n´ı s metodou MKP a tento rozd´ıl je zp˚usoben nedostatecˇny´m stupneˇm
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aproximace N nesingula´rn´ıho cˇlenu K(s, t) (6.16) pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch polynomu˚ 1.
druhu (obra´zek 7.5 a 7.6).
Graf 8.4 odpov´ıda´ prˇ´ıpadu, kdy se trhlina sˇ´ıˇr´ı do tuzˇsˇ´ıho materia´lu (E1 < E2) a pro
tento prˇ´ıpad ma´ hodnota soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI klesat se snizˇuj´ıc´ı se vzda´lenost´ı
vrcholu trhliny od rozhran´ı (a/h → 1). Tento prˇedpokla´dany´ pr˚ubeˇh je splneˇn pro obeˇ
metody vy´pocˇtu soucˇinitele intenzity napeˇt´ı KI . Z porovna´n´ı vy´sledk˚u z´ıskany´ch po-
moc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı a pomoc´ı MKP plynou stejne´ za´veˇry jako v
prˇedchoz´ım odstavci. Metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı se stupneˇm aproximace N = 10
se te´meˇrˇ shoduje s vy´sledky z´ıskany´mi pomoc´ı MKP a k nepatrne´mu rozd´ılu docha´z´ı
pouze v teˇsne´ bl´ızkosti rozhran´ı. Pro stejnou metodu se stupneˇm aproximace N = 4
docha´z´ı v bl´ızkosti rozhran´ı k velke´ neprˇesnosti. Tento rozd´ıl je zp˚usoben neprˇesnost´ı
aproximace cˇlenu K(s, t) (6.16) nesingula´rn´ıho integra´lu pomoc´ı Cˇebysˇevovy´ch polynomu˚
1. druhu (obra´zek 7.5 a 7.6) v bodech ti (body odecˇtu napeˇt´ı σxx(t)) velmi bl´ızky´ch bi-
materia´love´mu rozhran´ı.
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Prˇedkla´dana´ diplomova´ pra´ce si kladla za c´ıl vyja´drˇit soucˇinitel intenzity napeˇt´ı trhliny
konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti bi-materia´love´ho rozhran´ı pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch
dislokac´ı. Nezbytnou soucˇa´st´ı pra´ce bylo sezna´mit se s teoreticky´mi za´klady metody spo-
jiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı a popis dislokace v bi-materia´lu pomoc´ı komplexn´ıch potencia´l˚u.
Teˇchto c´ıl˚u bylo dosazˇeno na´sledovneˇ:
• Na za´kladeˇ dostupne´ literatury byla nastudova´na a zpracova´na potrˇebna´ teorie.
Konkre´tneˇ tedy za´kladn´ı pojmy lomove´ mechaniky, chova´n´ı trhliny sˇ´ıˇr´ıc´ı se z jed-
noho materia´lu do druhe´ho, vyja´drˇen´ı pole napeˇt´ı a posuv˚u pomoc´ı komplexn´ıch
potencia´l˚u pro dislokaci v bi-materia´lu, metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı a sta-
noven´ı a rˇesˇen´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice 1. druhu.
• Proble´m vyja´drˇen´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı trhliny konecˇne´ de´lky v bl´ızkosti
bi-materia´love´ho rozhran´ı pomoc´ı metody spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı jsme pro-
vedli pro 4 r˚uzne´ konfigurace bi-materia´lu a relativn´ı polohy trhliny kolme´ k bi-
materia´love´mu rozhran´ı. K oveˇrˇen´ı vy´sledk˚u soucˇinitele intenzity napeˇt´ı jsme pouzˇili
metodu konecˇny´ch prvk˚u (MKP) a vy´sledky vynesli do graf˚u a porovnali.
• Ze srovna´n´ı vy´sledk˚u soucˇinitele intenzity napeˇt´ı z´ıskany´ch pomoc´ı metody spojiteˇ
rozlozˇeny´ch dislokac´ı pro stupenˇ aproximace N a pomoc´ı metody MKP plyne, zˇe
v prˇ´ıpadeˇ dostatecˇne´ho stupneˇ aproximace N = 10 jsou rozd´ıly mezi jednotlivy´mi
metodami zanedbatelne´.
• Z tohoto pohledu p˚usob´ı metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı velmi teˇzˇkopa´dneˇ
a zbytecˇneˇ oproti metodeˇ MKP. Jej´ı vy´hodou je ale snadna´ opakovatelnost oproti
MKP, kde pro kazˇdou zmeˇnu de´lky trhliny cˇi vzda´lenosti trhliny od rozhran´ı mus´ıme
meˇnit konecˇnoprvkovou s´ıt’, ale hlavn´ı s´ıla a vy´hoda te´to metody nasta´va´ v okamzˇiku,
kdy se cˇelo trhliny dostane na rozhran´ı dvou materia´l˚u. V tomto prˇ´ıpadeˇ se meˇn´ı
exponent singularity λ = 1/2 na neˇjake´ rea´lne´ cˇ´ıslo z intervalu λ ∈ (0, 1) a u´loha
stanoven´ı soucˇinitele intenzity napeˇt´ı Ki se meˇn´ı na u´lohu stanoven´ı zobecneˇne´ho
soucˇinitele intenzity napeˇt´ı Hi, kde i prˇedstavuje jeden z mo´d˚u zateˇzˇova´n´ı. Tato
u´loha jizˇ nelze rˇesˇit pouze pomoc´ı MKP a mus´ı se vyuzˇ´ıt jiny´ch prˇ´ıstup˚u k z´ıska´n´ı
zobecneˇne´ho soucˇinitele intenzity napeˇt´ı Hi. Jedn´ım z teˇchto prˇ´ıstup˚u je metoda
spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı, kde lze s vy´hodou vyuzˇ´ıt popisu dislokace pomoc´ı
komplexn´ıch potencia´l˚u.
Za´veˇrem je mozˇne´ rˇ´ıci, zˇe se podarˇilo splnit zadane´ c´ıle pra´ce a urcˇiteˇ by bylo zaj´ımave´
rozsˇ´ıˇrit tuto pra´ci o problematiku trhliny sˇ´ıˇr´ıc´ı se prˇes rozhran´ı dvou homogen´ıch izot-
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ropn´ıch materia´l˚u, kde k rˇesˇen´ı bude vyuzˇita metoda spojiteˇ rozlozˇeny´ch dislokac´ı a popisu
dislokace pomoc´ı komplexn´ıch potencia´l˚u.
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Seznam symbol˚u a zkratek
G,Gi, GI [J/m
2] Hnac´ı s´ıla trhliny
Gc [J/m
2] Houzˇevnatost materia´lu
K,Ki, KI , KI(±1) [MPam1/2] Soucˇinitel intenzity napeˇt´ı (obecneˇ, pro i-ty´ mo´d
zateˇzˇova´n´ı, pro mo´d I, v krajn´ıch bodech trhliny)
Kc, KIc [MPam
1/2] Lomova´ houzˇevnatost, lomova´ houzˇevnatost za
podmı´nky rovinne´ deformace
δc [m] Kriticka´ hodnota rozevrˇen´ı trhliny
JIc [J] Kriticka´ hodnota J-integra´lu
Π0 [J] Celkova´ potencia´ln´ı energie teˇlesa bez trhliny
W0 [J] Energie napjatosti teˇlesa bez trhliny
L [J] Potencia´ln´ı energie vneˇjˇs´ıch sil
Γ [J] Disipace energie prˇi vzniku trhliny
Ec [J] Celkove´ mnozˇstv´ı energie
Π [J] Celkova´ potencia´ln´ı energie teˇlesa s trhlinou
W [J] Energie napjatosti teˇlesa s trhlinou
S [m2] Plocha pr˚umeˇtu trhliny
WT [J] Zmeˇna energie napjatosti teˇlesa v d˚usledku vzniku
trhliny
a,B [m] Rozmeˇry trhliny dle obra´zku 2.1
σ [Pa] Tahove´ napeˇt´ı, vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı v nekonecˇnu
γ [J/m2] Meˇrna´ povrchova´ energie materia´lu
σf [Pa] Lomove´ napeˇt´ı
ac [m] Kriticka´ de´lka trhliny
γef [J/m
2] Efektivn´ı povrchova´ energie
γpl [J/m
2] Povrchova´ energie spotrˇebovana´ v plasticke´ zo´neˇ
ωf [J/m
2] Meˇrna´ energie lomu
R [J/m2] Odpor teˇlesa proti r˚ustu trhliny
I, II, III Mo´dy zateˇzˇova´n´ı
∆ Laplace˚uv opera´tor
σij, σxx, σxy, σyy [Pa] Slozˇky tenzoru napeˇt´ı(obecneˇ, konkre´tneˇ)
ux, uy [m] Slozˇky posuv˚u
U Airyho funkce napeˇt´ı
r [m] Vzda´lenost od korˇene trhliny
θ [◦] U´hel natocˇen´ı od korˇene trhliny
µ, µ1, µ2 [MPa] Modul pruzˇnosti ve smyku
E,E1, E2 [MPa] Modul pruzˇnosti v tahu
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κ, κ1, κ2 Konstanta urcˇuj´ıc´ı stav rovinne´ deformace nebo na-
pjatosti
ν, ν1, ν2 Poassonovo cˇ´ıslo
Φ0 Funkce zohlednˇuj´ıc´ı tvar elipticke´ trhliny
Y Korekcˇn´ı funkce za´visej´ıc´ı na okrajovy´ch podmı´nka´ch





ij Funkce za´visej´ıc´ı na mo´du zatezˇova´n´ı (pro Ki)
M1,M2 Materia´l horn´ı a doln´ı poloviny teˇlesa
H,HI [MPam
1−λ] Zobecneˇny´ soucˇinitel intenzity napeˇt´ı pro mo´d I
λ, λ1, λ2 Charakter(exponent) singularity
fij Zna´me´ ohranicˇene´ funkce (souvisej´ıc´ı s HI)
α, β, α1, β1, α2, β2 Dundursovy parametry
ϕ(z), χ(z) Komplexn´ı potencia´ly
T Jednodusˇe souvisle´ teˇleso
Φ(z), ψ(z),Ψ(z) Derivovane´ komplexn´ı potencia´ly
ϕi(z, ζ), ψi(z, ζ) komplexn´ı potencia´ly pro dislokaci v bi-materia´lu
Φi(z, ζ),Ψi(z, ζ) Derivovane´ komplexn´ı potencia´ly pro dislokaci v bi-
materia´lu
k1, γ1, λ1, δ1 Konstanty pro dislokaci v bi-materia´lu
b, bx, by Burgers˚uv vektor
u(+), u(−) Posuv prave´, resp. leve´ strany rˇezu
σ˜ij, σxx(t) [Pa] Napeˇt´ı v mı´stech trhliny prˇi absenci trhliny
σ¯ij, σ¯xx [Pa] Korekcˇn´ı napeˇt´ı (obecneˇ, konkre´tneˇ)
N(x), S(x) [Pa] Norma´love´ napeˇt´ı, smykove´ napeˇt´ı
σ∞yy [Pa] Vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı v nekonecˇnu 5.1
δby Infinetisima´ln´ı Burgers˚uv vektor
By, Bx, Bs Hustota dislokac´ı
σ¯disyy , σ¯
dis
xx [Pa] Napeˇt´ı generovane´ dislokac´ı
g(x), g(r) Rozevrˇen´ı trhliny
F (t) [Pa] Modifikovane´ vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı
ω(s) Fundamenta´ln´ı rˇesˇen´ı
φy(s), φx(s) nezna´ma´ ohranicˇena´ funkce
K(s, t) Kvadraticky integrovatelna´ funkce
g(t) Neˇjaka´ ohranicˇena´ funkce (vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı)
a [m] Polovina de´lka trhliny
h [m] Vzda´lenost strˇedu trhliny od bi-materia´love´ho roz-
hran´ı
N Stupeˇnˇ aproximace (prˇibl´ızˇen´ı)
Ti, TN(t) Cˇebysˇev˚uv polynom 1. rˇa´du stupneˇ i, resp. N
ci Hledane´ konstanty
dj(t) Zna´me konstanty dle vztahu (6.17)
UN−1(t) Cˇebysˇev˚uv polynom 2. rˇa´du stupneˇ N − 1






v, d [m] Rozmeˇry teˇlesa v MKP modelech
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σ0 [Pa] Vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı teˇlesa dle obra´zku 7.4
LELM Linenea´rneˇ elasticka´ lomova´ mechanika
EPLM Elasto-plasticka´ lomova´ mechanika




Trhlina kolma´ k bi-materia´love´mu
rozhran´ı - odvozen´ı
Trhlina kolma´ k bi-materia´love´mu rozhran´ı, jej´ızˇ obecna´ rovnice je da´na vztahem (6.1) je
rˇesˇena´ v kapitole 5. Zde budou uvedeny detaily odvozen´ı, ktere´ se v kapitole 5 nevyskytuj´ı.
Stanoven´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice prvn´ıho druhu vycha´z´ı ze znalosti napeˇt´ı σ¯xx
od jedne´ dislokace. Toto napeˇt´ı stanov´ıme takto (viz kapitola 3)
σ¯disxx = Re[2Φ1(z, ζ)− zΦ′1(z, ζ)−Ψ1(z, ζ)].
K jeho stanoven´ı tedy potrˇebujeme zna´t tvary koplexn´ıch potencia´lu ϕ1(z, ζ), ψ1(z, ζ),
ktere´ byly jizˇ uka´za´ny v kapitole 3 (vztahy 4.11-4.24) a jejich derivace. Nav´ıc pro trhlinu
kolmou k bi-materia´love´mu rozhran´ı plat´ı vztah (6.3), z ktere´ho plyne
γ1 = −γ1.
Pak singula´rn´ı cˇleny ϕ1s(z, ζ), ψ1s(z, ζ) naby´vaj´ı hodnot
ϕ1s(z, ζ) = −γ1 ln(z − ζ),
ψ1s(z, ζ) = γ1
(
k1 ln(z − ζ) +
(
ζ
z − ζ + 1
))
a imagina´rn´ı cˇleny ϕ1i(z, ζ), ψ1i(z, ζ) naby´vaj´ı hodnot
ϕ1i(z, ζ) = δ1γ1
(
−k1 ln(z − ζ)−
(
ζ − z
z − ζ + 1
))
,
ψ1i(z, ζ) = γ1
(
δ1z(k1 − 1)
(z − ζ) −
δ1z(z − ζ)
(z − ζ)2 + λ1 ln(z − ζ)
)
.
Soucˇtem singula´rn´ıho a imagina´rn´ıho cˇlenu z´ıska´me tvary komplexn´ıch potencia´l˚u ϕ1(z, ζ),
ψ1(z, ζ)
ϕ1(z, ζ) = γ1
(
− ln(z − ζ) + δ1
[
−k1 ln(z − ζ)− ζ − z
z − ζ − 1
])
,
ψ1(z, ζ) = γ1
(
k1 ln(z − ζ) + ζ
z − ζ + 1 +
δ1z(k1 − 1)
z − ζ +
+
δ1z(z − ζ)




Derivovane´ komplexn´ıch potencia´ly pak ma´j´ı tyto tvary
ϕ′1(z, ζ) = γ1
(
− 1
z − ζ + δ1
[
− k1 − 1





ϕ′′1(z, ζ) = γ1
(
1
(z − ζ)2 + δ1
[
k1 − 2





ψ′1(z, ζ) = γ1
(
k1
(z − ζ) −
ζ
(z − ζ)2 +
δ1(k1 − 1) + λ1
(z − ζ) +
+
δ1(−ζ − zk1 + 3z)












z − ζ −
z − ζ
(z − ζ)2 −
3δ1(k1 − 1) + λ1
z − ζ +
+
δ1(3ζ + z(k1 − 5) + z(−k1 + 2))
(z − ζ)2 +




Da´le dosad´ıme z = x+ iy, z = x− iy, ζ = ξ+ iη, ζ = ξ− iη do prˇedchoz´ı rovnice, polozˇ´ıme
x = ξ a ze vztahu (6.3) vezmeme imagina´rn´ı konstantu i. Pak pro jednotlive´ cˇleny plat´ı
−i(k1 + 2)
z − ζ = −
k1 + 2
y − η ,
− i(z − ζ)
(z − ζ)2 =
1
y − η ,
−i(3δ1(k1 − 1) + λ1)
z − ζ = −
3δ1(k1 − 1) + λ1
y + η
,
iδ1(3ζ + z(k1 − 5) + z(−k1 + 2)
(z − ζ)2 =
δ1(3η + 2k1y − 7y)
(y + η)2
,
i2δ1(ζ − z)(z − z)










y − η −




δ1(3η + 2k1y − 7y)
(y + η)2




Dalˇs´ı postup ke stanoven´ı singula´rn´ı integra´ln´ı rovnice je uveden v kapitole 5.
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